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PROLOGO

Tengo que confesar haber tenido dificultades a la hora de explicar € titulo que he querido
dar a este libro. Diria que mas que dificultad, ha sido un gercicio de vencimiento del asombro o
sorpresa de mis interlocutores:

¢Pero cuantas mateméticas caben en el sombrero de papel que nos ponian los mayores cuan-
do, siendo nifios, € sol calentaba demasiado? ¢O en e avion que entonces tirdbamos a aire con
mayor o menor habilidad e incierta fortuna? Parano hablar, claro estd, de la entrafiable pajarita que
todo el mundo conoce pero que nadie (es muy facil probar que se trata de una pequefia exageracion)
sabe dibujar...

Esto en el caso de quien conoce la asociacion del término papiroflexia con el papel plegado,
porque, no nos engafiemos, el gran publico no sabe de qué se trata. En el megjor de los casos, |0s méas
cultos sacan a colacion a Unamuno, y ahi se quedan. A la mayoria, en cambio, les pasa como a un
amigo mio que cuando yo empecé a hablar de papiroflexia me interrumpi6 para insinuar: oye, dime
gué es eso que parece tener nombre de enfermedad...

Asi pues, si con la papiroflexia ocurre lo visto, y las mateméticas tienen tan mala prensa, ya
me contaran si no es atrevimiento hacer copular las dos cosas.

Y o siempre estuve convencido, naturalmente, de que la papiroflexia entrafiaba mucha geo-
metria, y como la geometria ha sido para mi una de mis debilidades desde siempre, no sera dificil
explicar mi inclinacién ala papiroflexia. Bastante antes de entrar en conocimiento de tan digna da-
ma, ya habia publicado yo sendos tratados con bases geométricas diferentes.

El primero titulado Tubos acodados en el espacio, era una aplicaciéon de la Geometria pura
del espacio para resolver ciertos problemas en laindustria de la automocion. Al segundo titulé Ma-
quinas tridimensionales de medir por coordenadas. Principios geométricos y consideraciones
practicas. Tan largo titulo no era otra cosa que pura Geometria Analitica aplicada a la informatiza-
cion de un gramil tridimensional: € libro resumia un extenso dossier de programas de calculo que
debidamente combinados permitian la medicidn espacial de cualquier pieza.

Pues bien, 1o que descubri indagando el perfil geométrico de la papiroflexia, es que ésta daba
mucho mas de si que geometria: se implicaba también en el calculo infinitesimal, el dgebra, la to-
pologia, |a geometria proyectiva, etc. Fue esto lo que me decidio por € titulo final, de mas amplitud
gue lamera geometria.

Existe no obstante una cuestion gue conviene aclarar: ¢Quién ayuda a quien? ¢La geometria
alapapiroflexia, o a revés? Larespuesta no siempre es sencilla, porque a veces ocurre que €l papi-
roflecta usa de la geometria sin siquiera apercibirse de ello. Tal seria el caso, por gemplo, de plegar
un cuadrado por la mitad llevando un lado sobre su opuesto: 10 que estamos haciendo es obtener €l
gje de simetria (Ia linea de plegado) que convierte un lado en su opuesto. Pero € concepto de sime-
tria es un concepto puramente geométrico...

Mas elaborada es la aportacion geométrica que la papiroflexia utiliza para disefiar bases de
plegado. De pasada toco esto a relacionar una hipérbola con €l incentro del tridngulo, pero quien
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domina este tema es nuestro ingenioso creador Anibal VVoyer que dio cumplida cuenta de ello du-
rante su intervencion en la sesion que bajo € titulo de Ingenieria, papiroflexia y disefio creativo
tuvimos no hace mucho en €l Instituto de la Ingenieria de Espafia. Posteriormente, en el N° 68 (Oc-
tubre 99), de PAJARITA, € boletin de la Asociacion Espafiola de Papiroflexia, Anibal deja cons-
tancia escrita con rigor y extensién, de aguella intervencion suya, en esta ocasion titulada INTRO-
DUCCION A LA CREACION.

Al revés, mediante plegados se pueden hacer muchas demostraciones matematicas. No quie-
re ello decir que sea la papiroflexia la tnica manera de demostracién, pero es una de ellas. Hay que
afadir, sin embargo, que para hacer las cosas bien se precisa simultdneamente la demostracion por
plegado y la matemética. Larazon es que solamente la primera, nos puede llevar a error a dar como
principio genera algo que parece serlo pero que sblo lo es para una particular disposicion de una
determinada figura. Si a estas dos formas de demostracion afiadimos la comprobacién que podamos
hacer con el CAD (Disefio Asistido por Ordenador), mejor que meor.

Y no estard de mas reconocer la genialidad de poder obtener mediante plegado limites de se-
ries convergentes, o la demostracion de los teoremas de Poncelet sobre conicas, o la resolucién de
problemas de maximos y minimos, etc. De todo esto va a tratar € libro, y también de cosas mas
sencillas que se desarrollan con la hipétesis como pretexto, de no disponer de |4piz, ni de regla, es-
cuadra o cartabdn: tan sélo de un trozo de papel.

A este respecto dudé en separar las cuestiones més faciles de las mas dificiles; al final decidi
no hacerlo: pensé que era mayor la complicacion que se introducia con ello que la ventaja que se
pudiera obtener. Espero pues, que € lector siga e contenido de cada materia hasta € limite de su
comprensién matemética sin preocuparse por lo que tenga que saltarse: ello no le impedira prose-
guir.

Otra cuestion que me gustaria clarificar es ésta: En varios lugares me esfuerzo en demostrar
lafalta de rigor matematico que se da en ciertas construcciones plegadas que por otra parte se suelen
admitir como geométricamente perfectas. Cualquiera puede objetar que mi puntillosa actitud no
conduce a ninguna parte porque las propias imperfecciones del plegado (a las que contribuye, y no
en menor medida, € espesor del papel) ocultan, mas que sobradamente, |a referida imperfeccién
geométrica. Y no sblo tendria razon, sino que esa consideracion, que asumo plenamente, me lleva a
rendir mi més sincera admiracion por quienes tuvieron la intuicion de disefiar unos plegados que
conducen tan cerca de la perfeccion matematica final: aungue no la hayan conseguido.

Pero ello no quita fuerza a mi compromiso de discernir |os procesos de plegado que condu-
cen a soluciones perfectas - que los hay-, de los que no. Hay que afiadir que la objecion contraria
también es cierta: un proceso de plegado matematicamente irreprochable, también conduce aimper-
feccion practica por las mismas razones antes aducidas. Lo importante es conocer las causas de las
imperfecciones.

Por ultimo me gustaria dejar constancia de mis limitaciones. Y0 no soy un creador de papi-
roflexia; soy un mero recreador: algo asi como € muchacho que a media mafiana sale de clase a
recreo con un proceso de plegado y un papel en la mano para disfrutar dando forma a ese papel.
Con las matematicas me pasa lo mismo.
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Practicamente todo € contenido del libro estaba disperso de antemano por muy diversas
publicaciones y yo lo Unico que he hecho es darle coherencia, y en ocasiones, formular demostra-
ciones. Al lector dgjo lalabor de discernir entre lo que hay de original y de recreacion.

A propésito de las demostraciones a que antes me referia he de decir que no se demuestran
todos los pasos en cada ocasion: unas veces por su elementalidad y otras, en cambio, por su com-
plgidad; cuando ésta nos agaria demasiado de la papiroflexia, he preferido dar por supuesto algo
ya demostrado en |os tratados matematicos. Otras veces, por fin, porque cuando un paso elemental
ya ha sido demostrado con anterioridad, se evita demostrarlo otra vez. El problema es que, en oca-
siones, por necesidades de organizacion de las materias, puede ocurrir que un asunto, originamente
escrito como previo a otro, se hayatrastocado en su orden. Con ello se pierde parcialmente ese rigor
demostrativo que he perseguido, pero en el conjunto del libro, si espero haber conseguido ese pre-
tendido rigor.

Quisiera afadir también que no me he propuesto € tratamiento exhaustivo de toda la docu-
mentacion disponible, que es muy amplia. El criterio de seleccion ha sido, primero que pudiera te-
ner proyeccion didactica o investigativa y después, el hecho de que en las cuestiones hubiera un
equilibrio entre papiroflexiay mateméticas.

Antes me he referido ala utilizacion del CAD en la elaboracion de las materias tratadas. He
de afadir que todas las figuras estén dibujadas con CAD; las figuras 2D no revisten especial difi-
cultad, pero ese no es € caso de las 3D cuando se quieren representar debidamente para evitar foto-
grafiarlas. Como quiera gue no todos los CAD disponen del soporte analitico necesario, me he visto
obligado a desarrollar, como complemento imprescindible, algunos programas de célculo.

Al final encontrara el lector una resefia bibliografica con los nombres de los autores que ins-
piraron estas paginas. Como en papiroflexia no es siempre fécil asignar inequivocamente nombre de
autor a una determinada cuestion, he creido justo hacerlo de esta manera reservando en el texto la
referencia a nombres concretos solamente para los casos claros y excepcionales. La lista de Recono-
cimientos es para mi, ademas de eso, también una especie de bibliografia difusa.

Decia més arriba que los desarrollos plegados se realizaban solo con un trozo de papel, usa-
do alavez como materia primay como instrumento. Sin embargo me he tomado algunas licencias
gue no desvirttan € fondo de la cuestion pero que ayudan en la practica: tales pueden ser, e mar-
caje por transparencia, el uso de tijeras para cortar, 0 para marcar los pliegues de los esquemas sali-
dos de laimpresora, la utilizacion de papel celo o pegamento para afirmar las formas 3D, etc.

No he pretendido competir con los creadores de procesos que conducen a figuras geométri-
cas complejas con caracteristicas papiroflécticas de gran mérito: cuerpos hechos de un papel tnico o
por e contrario, gjecutados modularmente, pero en ambos casos cuerpos perfectamente cerrados,
engatillados. Cuando € equilibrio entre la papiroflexia y la matematica tendia a perderse, no he
dudado en recurrir a aguellas licencias a que antes me referi para, conservando un minimo de papi-
roflexia, dgjar a salvo los principios matematicos perseguidos en cada caso.

Asimismo he de advertir al lector que entre algunos capitulos encontrara lo que he dado en

[lamar @?m‘weém@ Para mi, todos los capitulos son puro gjercicio ludico, pero por exigencias de

la impresion me ha parecido oportuno rellenar espacios con esas figuras geométricas plegadas que
en sentido estricto no tienen que ver con las matematicas, pero que constituyen, a mi juicio, unas
bellas imégenes. Se muestran juntos el esquema de plegado y el resultado de plegar, a escala gréfica.
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Recomiendo al curioso lector que pruebe a disefiar el esquema, antes de mirarlo, a partir de
la figura definitiva. Muchas de esas figuras estan tomadas de, o inspiradas en Makio Araki y Toshi-
kazu Kawasaki.

Se incluye una relacién de los signos convencional es empleados pensando que tal vez algin
lector aficionado alas matematicas no esté familiarizado con ellos tal como se usan en papiroflexia.
Por fin, pacienciay comprension, alos lectores que sienten mas inclinacion por la papiroflexia que
por las matemdticas, es |o que solicita

EL AUTOR

NOTA SOBRE EL AUTOR

Es miembro de la Asociacion Espafiola de Papiroflexia, y Dr. Ingeniero Elec-
tromecénico del 1.C.A.l. Es Vicepresidente del Comité de Inventiva y Creatividad y
miembro del Comité de Terminologia, ambos en el seno del Instituto de la Ingenieria de
Espaia.

Siempre ha ocupado su larga carrera profesional en los campos de los Proyec-
tos, el Disefio, el Desarrollo, lalngenieriay la Calidad.

Ha sido profesor de Calidad y Fiabilidad en la ETS de Ingenieros Industriales
del 1.C.A.l. y ha publicado, aparte de los dos libros resefiados en € prélogo, otros dos
titulados Calidad. Fiabilidad y La Calidad Total, una utopia muy practica.

Ha hecho incursiones en la poesiay realizado (y presentado en publico) una se-
rie de audiovisuales con |os siguientes titulos: Madrid a caballo; Cosas de nifios; Museo
de la forja, la verja y la filigrana; El romanico en la ciudad de Soria; Mingote, una
antologia del gesto. El Ultimo, titulado Esopo es una recreacion de sus fébulas con apo-
yo de figuras de animal es construidas con papel plegado.



Matematicas y Papiroflexia

1.

RECURSOS DE LA PAPIROFLEXIA EN EL TRATAMIENTO DE PUNTOS, RECTAS
Y SUPERFICIES.

1.1

OBTENCION DE PUNTOS

1

Ejemplo. G(D): G se obtiene en laFig. 2 a abatir D en torno a EF.

PUNTOS OBTENIDOS COMO:

ORIGI- | INTERSECCION TRANSPORTE INTERSECCION DE
NALES|BORDE/PLIEGUE| PUNTOSPREVIOS DOS PLIEGUES

1 2 3 4 5 2 3 4 5 3 4 5 'FASES|

A E J G(D) H(C) X R K

B F L 1(F) La(L)

C M

D
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1.2.  OBTENCION DE RECTAS (valle, monte)
1.2.1. RECTASPOR UN PUNTO: infinitas, a)
1.2.2. RECTAS POR DOS PUNTOS: una, b)

\%\ ﬁ
™\ .
. x%d
o B

1.2.3. RECTA SIMETRICA A UN BORDE a DEL PAPEL PASANDO POR UN

PUNTO P: ge de simetria, €l plegado que ha de hacerse. Hay infinitas
soluciones

Es decir, por un punto se puede hacer pasar un borde del papel, mediante plegado,
de muchas maneras.

1.2.4. TRANSPORTE, POR PLEGADO, DE UNA ESQUINA del papel E, sobre un

borde a
P
P
R / E
~\ -
R N R
NN T
NN
N
N
L q L
A B
puntos extremos puntos intermedios

Como se ve, hay infinitas rectas solucion. La envolvente de todas las lineas de

plegado es una parébola de foco E, €e EB, directriz a y vértice V. Asi, para €
punto P de la pardbola, es PA = PE.

1.2.5 TRANSPORTE, POR PLEGADO, DE UN BORDE del papel, para que éste
coincida con un punto interior.
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1.2.6

1.2.7

1.2.8

Se reduce a mismo problema anterior:

» Unavez obtenida lalinea de plegado como eje de simetria, tanto importa abatir € punto
sobre el borde como el borde sobre e punto.

 La esquina E del papel bien puede ser considerada como un punto interior de un
rectangulo algo mayor.

El resultado es, pues, también, una serie de rectas cuya envolvente es una parabol a.

ABATIR UN BORDE del papel sobre dos puntos interiores.
Solucién Unica o doble; larecta determinada por los dos puntos, y el borde a, son simétricas

respecto de la linea de plegado. En el segundo caso ambos pliegues son perpendiculares:
bi sectrices de sendos angul os suplementarios.

MEDIATRIZ DE UN SEGMENTO.

Dados dos puntos en un plano, st mediante un doblez del papel conseguimos superponer uno
sobre otro (o mejor es tener fuertemente marcados ambos puntos y ayudarse en la operacion
por transparencia), la linea de plegado es la mediatriz del segmento determinado por ambos
puntos. Logramos, en definitiva, que los puntos sean simétricos respecto de la linea de
plegado como € e de simetria (caracteristica de la mediatriz).

BISECTRIZ DEL ANGULO DE DOS RECTAS.

1- Labisectriz delos bordes de eslalineade plegado f.
2- Ladelasrectasab (monte) eslac (valle).

3- g eslaparaelamediade los bordeshi.

4- j(vale) eslaparaledlamediadely k (monte).
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\
/a \ /I
d v " } e 4
s // - v/
/f >\/b ‘g //
/ - |
v -~ \L/ ) I(/
//
e | s
e | |
1 2 3 4

1.29 RECTASPERPENDICULARES.

1 \
T : \ 2
| s
ﬁA a -

1- Si el borde a se pliega sobre si mismo, la linea de plegado resulta perpendicular a
dicho borde. Ello se puede expresar como: A - A;a - a
2- Si existe un pliegue marcado en e papel (p.e. en monte) y se hace coincidir ese

pliegue consigo mismo mediante plegado (en vale, p.e.), las dos lineas de plegado
resultan perpendiculares.

1.2.10 RECTA PARALELA A OTRA POR UN PUNTO.

/

/b b

/

a a a
% c
o P /P TP
1 2 3

1- Trazar por P unaparalelaa pliegue a existente.
2- Por P setrazab perpendicular aa (P —» P; a - a).
3 Trazar por P laperpendicular ab: lasolucion esc, paralelaaa.

1.2.11 TRANSPORTAR UN SEGMENTO SOBRE UNA RECTA

1- Transportar el segmento AB, dado sobre un plegado existente, al pliegue a.
2- Trazar labisectriz de las direcciones a / AB para obtener los puntos solucién A" B'.
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1.3 RELACION CON SUPERFICIES

1.3.1 CARACTERISTICA DE EULER APLICADA AL PLANO

2

Caras + Vértices = Aristas + 1

Si las dos figuras se obtienen mediante plegado a partir de un rectangulo, se puede

comprobar la condicion:

1) Caras=12 Veértices=20 Aristas=31
2) Caras=11 Vértices=16 Aristas=26

12+20=31+1
11+16=26+1

Vamos a mostrarlo apoyandonos en el caso 2 (ver fig. 3).
La linea quebrada gruesa es tal que pasa por todos los vértices de la
figura una sola vez. Como cada arista tiene dos vértices, resultara que

aquella linea quebrada incluye tantas aristas como vértices hay en

ella, menos 1.
I5A=16V -1 ;

Aristas restantes, ala cantidad de caras.

Caras a las que, a partir de la linea quebrada les falta una sola

arista(l): 7.

Aristas en linea quebrada = Vértices—1 (1)
Quedan 26 — 15 Aristas por determinar. Vamos a asociar estas 11

Después de la operacion anterior: caras alas que les falta una sola

arista(l): 1
[dem (111): 1
l[dem (IV): 1
Idem (V): 1

Total de caras por aristarestante: 7+1+1+1+1= 11 = cantidad total decaras=C (2)

Sumando (1) y (2) tendremos.
AristastotalesA =V -1+ C

C+V=A+1lcgm.
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1.3.2 INTERACCION DE RECTASY SUPERFICIES.

Llamaremos tira de papel a un rectdngulo cortado de manera que su anchura sea mucho
menor que su longitud.

1. Si se superponen dos tiras de papel de la misma anchura, la superficie comin es un rombo (un
cuadrado en caso de ortogonalidad). Esa superficie comun es, evidentemente, un paralel ogramo:
angulos agudos en A, B, C, iguaes por opuestos por €l vértice y alternos / internos. AADE =
ACDF por ser rectangulos con ang.A = ang.C y ED = EF (misma anchura de tiras). Un
paralelogramo con dos lados adyacentes igual es es un rombo o un cuadrado.

2. S se superponen dos tiras de papel de anchuras diferentes, la superficie comun es un romboide
(un rectédngulo en caso de ortogonalidad): Rectas paralelas cortadas por otras paralelas producen
un paralelogramo de lados adyacentes desiguales.

3. Unatira de papel doblada sobre si misma con cualquier angulacion, determina como superficie
comun un triangulo isosceles. Si la linea de plegado forma 45° con e borde de la tira, €
triangulo es rectangulo, y equildtero si forma 60°. Asi se pueden construir falsas escuadras de
gran utilidad.

Los &ngulos marcados en A y B son iguales, o por simetria o por aternos / internos, luego AB
es la base de un triangulo isdsceles. Ademas, los lados OA y OB son iguales como lo evidencia
el plegadop: O - O ; B - A. Asipues, el AOAB esisdsceles.

1.3.3 ANGULORECTO

SRR

Tomemos unatira de papel con A en su borde superior. Produzcamos el plegado AD
segun el angulo agudo a.

Pleguemos seguiin AF de manera que AC vaya a coincidir con AE.

El angulo FAD resulta ser un angulo recto:
Los angulos a de la ultimafigura son iguales por simetria, y otro tanto cabe decir de los 3.
El é&ngulo llano en A da

a+a+p+p=180 ; a+pB=90
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1.3.4 ANGULOS OPUESTOS POR EL VERTICE

Sean dosrectasay b que se cortan en O.
Produzcamos el plegadop: O -O ; b-a

Los angulos o seran igual es, respectivamente, por
simetria, luego los angul os opuestos por €l vértice 2a y
20 son iguales.

1.3.5 SUMA DELOS ANGULOS DE UN TRIANGULO

Sea el AABC y produzcamos los siguientes plegados:
1-Cb:C-C ; AB - AB
2-FG:C - D

Con todo €ello resulta:

EDZECD ; FAZECA ; GBZECB
2 2 2

Ademés, por simetria:
FC=FD ; GC=GD
Ello evidenciaque los AAFD y ADGB son isosceles y por tanto:
Ang.FDA = Ang.FAD ; Ang.GDB=Ang.GBD

El angulo llano en D se puede expresar:

180 = Ang.ADF + Ang. FDG +Ang. GDB
0 Su equivalente:

180 = Ang.CAB + Ang. ACB +Ang. CBA
gue prueba que los tres angul os de un triangulo suman 180°.
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2. TEOREMA DE HAGA

Se enunciaasi:
Si en un cuadrado FIJH de lado unidad se lleva el vértice F sobre e punto medio del lado JI
se obtienen los tres triangulos rectdngulos A(abc); A(xyz); A(def) cuyos lados estén en la

proporcion de 3,4,5. Ademas, por ser x= % , estambién a = %

3. AMPLIACIONES DEL TEOREMA DE HAGA

3.1 Paracuaquier valor dex, EL PERIMETRO del A(abc) esigua alasumadelos
perimetros de los A(xyz) y A(def).
Ademas, el perimetro del A(abc) equivale al semiperimetro del cuadrado original.
3.2 KOHJI y MITSUE FUSHIMI

Six:}/,esa:%; ys x:%,esa:%

4, DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE HAGA; asimismo, de sus ampliaciones para una
situacion generalizada, es decir, para cualquier valor de x.

X J c B X |
1 3la b Wz
E
// D
0 \
f
F H d F

Partiendo de un cuadrado de lado unidad, en 1 selleva el vértice F sobre el lado superior, a
una distancia cualquiera x (variable independiente) del lado derecho. Asi se produce lafig. 2. En 3
se traza BA perpendicular por B a JI; BA serg, por tanto, paralela a EF. El plegado BF es asimismo
perpendicular a DE puesto que DE es la mediatriz de BF; ABEF es, pues, un cuadril&ero de
diagonales perpendiculares, con dos vértices opuestos (B y F) equidistantes de la intersecciéon de
esas diagonales, y con dos lados opuestos (BA y EF) paralelos. El referido cuadrilatero resulta ser un
rombo.
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En estas condiciones se tiene que AB = AF, es decir, que A es un punto de la pardbola p de
foco F, directriz 1J, vértice V (VI = VF), y que pasa por H (pues se cumple que las distancias HJ y HF
son iguales). Seguin se dijo en 1.2.4 DE es latangente a esa pardbolap en A.

J c B X |

+Y

Lafig. 4 muestralaestructurade la pardbolap cuya ecuacion es
y:1+Kx2 ; IV = 1
2 2
Como la pardbola pasa por H, sera
x=1; y=1 ; sustituyendo:

:1+K : :1
2 2
Quedando como ecuacion de la pardbola
1 1, 1 >
=—+—=X; =—\1+x 1
y=5+5x y=(+x) &)

Para las demostraciones que nos ocupan ya disponemos de un primer presupuesto, € de la
configuracion pardbola. El segundo presupuesto que necesitamos es € de la semejanza de los tres

triangul os en cuestion.
Dichos tridngulos son semejantes por ser rectédngulos (tres vértices del cuadrado) y tener

cada dos de €ellos sendos angul os agudos igual es.
Estos dos presupuestos nos permiten definir, directa o indirectamente, los nueve lados en

funcién de la variable independiente X, que es uno de €llos.

X =1(1+x2) z=,y? - x?
o) )
y? - x y? - x
d=1-b e:y(lx_b) f=1-a-e
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Pasemos alas demostraciones. Parax = }é setiene

ot s g8
8 8 8
a:ﬂ b:E c:§
6 6 6
d:i e:i f:i
24 24 24

Estos valores prueban gue |os respectivos lados mantienen |as relaciones previstas: las de los
numeradores en |las tripletas correspondientes a cada tridngul o.

Obsérvese que las hipotenusas (los lados mayores) estan siempre en razén a 5. Por otro lado
también se havisto que al ser x = }é eraa= %

En relacion con € Punto 3.2 se puede comprobar asimismo que a partir de los dos valores
establecidos para x, setiene:

w=1 y=2 q=1
3 9 2
1 17 2
X== y="— a=-=
4 32 5

Comoquiera que € perimetro del cuadrado original vale 4, la segunda parte del Punto 3.1
guedard demostrada si, puestosa b ¢ en funcion de x se verificala hipotesis de que

2=a+b+c, esdecir, S:

- xi-x) . 0s{+xJi-x)

= +1-x
\/0.25(1+ x2)2 - x? \/0.25(1+ x2)2 - x?

Desarrollando los denominadores, se tiene:

J0.25+0.25x" +0.5x% - x =,J0.2501+ x* - 2x?) = 0.5(1L.- x?)
Asi pues:
x 1+ x?

1_
0.5(1 + x) ix S

2=

05(1+x)=x+05(L+x*)—x0.5(1+Xx) " 0=0 loquedemuestrae teorema

Laprimera parte del Punto 3.1 se demuestra de manera anaoga.

10
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5. COROLARIOP
Se enunciaasi:

e Supongamos un cuadrado de lado unidad en e que uno de sus veértices se pliega sobre
cualquiera de sus dos lados opuestos de manera que la imagen de ese vértice determine
unadistanciax tal como se muestraen lasfigs. 1y 2 del Punto 4.

. 1 . , :
 Sixseexpresaenlaformax = = siendo n un nUmero natural o racional mayor que 1, a
n

resultara con valor a= %1 (ver lamismafig. 2 de dicho Punto 4).
n

Antes de demostrar €l corolario veamos dos aplicaciones del mismo:

. . 1 p 2 1 -
* n ndmero natural. Si queremos, p.e, que sea X =53 resultard a=-— ==. Esta caracteristica

conduce a un procedimiento preciso para dividir, mediante plegado, segmentos en cuaquier
numero de partes iguales (ver punto 9.16). Hay que tener en cuenta (ver Fig 2 del Punto 4) que
larelacion a/ x es biunivoca. Es decir, |lo mismo se puede fijar x para obtener a, que fijar a para
halar el valor de x.

e nnumero raciona. Si & cuadrado original tiene, p.e, 600 mm de lado y necesitamos que ax le
correspondan 273.5 mm, se pueden deducir directamente los mm que corresponderan aa:

1 1 1 _ 2
puesto x en forma " resulta: x = 600~ 6000 , por tanto a= 60 +1— 0.6262163
2735 2735 2735

600 x 0.6262163 = 375.72982 serén los mm correspondientes a a.

DEMOSTRACION: Para demostrar el corolario utilizaremos los valores obtenidos en €
Punto 4 paray, Y, a, y lasimplificacion efectuada en el denominador de a. Asi setiene:

_ x(l— x) _ x(l— x) _ X
a= : = (2)
Jo25f+ x2) - x2 05(-x*) 05(+x)
1
Si secumple el corolario P, seraa a= 2 1: n I ()]
"1 osd+
0 ng

Las expresiones (1) y (2) son idénticas para x = 1 (enunciado del corolario P), luego dicho
n

corolario P se cumple.

11
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6.

6.1

6.2

6.3

6.4

12

OBTENCION DE PARALELOGRAMOS

CUADRADO A PARTIR DE UN RECTANGULO

Solucion 1

Rectangulo de proporciones indiferentes. El lado del cuadrado resulta igua al lado menor
del rectangulo.

|
|
//N/ | —
|
B 1
1 2 @rtar 3

Solucion 2
Cuadrado centrado en el rectangulo. Si éste tiene b de base y a de atura, la condicion para

. ., b
gue se pueda aplicar esta construccion es. a > >

Bl A0 ;T
T NIV /N

descartar

ﬁ AN

ROMBO A PARTIR DE UN RECTANGULO. Las diagonales de aquel resultan iguales a
los lados de éste.

|
| T
1 2 |
777777 |
descartar
N
3 . ——
g

ROMBO A PARTIR DE UN CUADRADO, de manera que resulte suma de dos triangul os
equiléteros.

Observar cdmo e A(ABC) es realmente equil&ero. Para ver cdmo se trisecciona un angulo de
45°, referirse al Punto 8.2.2.2 més adelante.
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descartar

6.5 ROMBOIDE A PARTIR DE UNA TIRA DE PAPEL.

y 7 :

e, < & {

s

A B

Conseguir por plegado €l lado menor AX, con cualquier inclinacién, y partir del lado mayor
AB.

Se obtiene el romboide AXYB. Observar como en 5 se produce el trapecio isoscel es asociado
a romboide en cuestion.

13
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6.6 OBTENCION DE RECTANGULOS CON LADOS EN PROPORCIONES:

6.6.1 2:1, partiendo de un cuadrado de lado unidad. El rectangulo ABCD es la solucion.

descartar

6.6.2 +/2:1(DIN A), apartir de un cuadrado de lado unidad. La solucién se ve en 3 porque:

Enel AADC, ang DAC = 45% AD =AB = 1; AC = 2 . AB N2
J2'AC 1
B A B A
—
1 /iv 3
/
7 C
/
descartar

14
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6.6.4

6.6.5

Sean L y |, respectivamente, los lados mayor y menor del rectangulo solucion 5.

EnZ:CB:%;CB:CD:AD—AC;AD:\/E ; AC=AE=1. Luego
Loz
2
En4:FB=1;FB=HG=AD-2AH; AH=HF = — . Luego

I=yJ2-L

2-1)_ 2A2-1) 5
V2-L  V2-2{/2-1)

N

Asi pues,

L
|

_—

DIN A, A PARTIR DE UN RECTANGULO CUALQUIERA
—

B E of3
c
—

/
/ descartar
S
Ay — D

SiAB=1,esAE=AD = +/2
ABCD=DIN A
Si se quiere obtener un DIN A4, partir de AB = 210 mm

DIN A, A PARTIR DE OTRO DIN A
A4 =297 x 210 = 210 /2 x 210

A5 = 210x2—27 =210 x 210\/5

=210 x@

2 J2

15
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| AS
AO<——— A3 Ad A4 a0
: AS
(-
b |
A <= -
666 2:(V5-1)=[1+5):2
1 // 2 descartar
/ A oLl /L 7 -
/ /// A
/
)/ -
/\U‘ } c - /\0/2 5 c 8
— A 2 — A —
tgazl:izz ; tgg:—li 1+x :—1i 1+4:\/§ 1:AB:AB
2 2 x x 2 2 2 " BC

(AB ha de ser positivo)

ABCD es €l rectangulo buscado porgue:

E=1:*/_5—_1=2:(\/§— )

AB 2

6.6.7 RECTANGULO ARGENTICO: LADO MAYOR 2++/5; DIAGONAL 3++/5

16

1
2

3

N

Partir del rectangulo ABCD con AB = 6 unidades y AD = 4 unidades
Obtener XY: X - X; AD - AD
J5-1

En €& cuadrado de vértices opuestos AF, obtener EF = 5 tal como se hizo para AB

en e Punto 6.6.6

Obtener G: F- F;: XY - XY; E - G

Obtener H: G - G; GZ - XY (mediante los plegados simultaneos GZ en monte y GU en
valle).
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6.6.8

6.6.9

6 Asi setieneEH=EG + 1= 2EF + 1 = 4/5. Con plegados sucesivos andlogos a los de 5,
obtener |y J. Asi resulta queEl = J5 +2yEJ= J5 +3

7 Obtener O:K - LP;M - M

8 El rectangulo solucion es el LMNO porque LM=EI=2++5 ; MO=MK=EJ=3+ /5
asi resultas LM =4,236068 ; MO=5,236068 ; MN =3,0776835

9 Descartar lastirasinferior y |laterales correspondientes.

10 NOTA: El rectangulo obtenido es imprescindible para conseguir un pentagono regular
convexo perfecto.

\/5:1
Enel ADBC, es. BC= ./1-(1/2)? = g
En el rectangulo ABCD: sc="3 . pc=! | luego SC =3:1
2 2 DC

, <

l

|

s

A
D } (‘: } D c

RECTANGULO AURICO

Es aguel en el que e lado mayor queda dividido por e menor en mediay extrema razén. Es de-
cir, el lado menor eslamedia proporcional entre el lado mayor y la diferencia entre lados.

17




Jestis de la Pefia Hernandez

18

Recordemos en qué consiste que un segmento quede dividido en dos subsegmentos constitu-
yentes de lamedia y extrema razon.

Cuando €ello ocurre, larelacion del segmento total al subsegmento grande es la misma que la de
éste a subsegmento pequerio. Ello se muestraen laFig. 1

El segmento total AB queda dividido en €
grande CB y € pequefio AC de manera que:
AB _CB 1
CB AC
Si esto es asi, sera
CB? = ABx AC C
Como CB = AD, se puede escribir:
AD? = ABx AC
cosa que es cierta en virtud de la potencia de A A D
respecto de la circunferencia de centro O y ra-
dio OD.

La Fig. 2 muestra la construccién mediante plegado, del rectdngulo &urico. Se ha tomado como
subsegmento mayor a lado menor del rectangulo. En ella se parte de unatira de papel de lon-
gitud adecuada. Los plegados arealizar y sus resultados son |os siguientes:

1- d - a ResultaE.

2- D - b E - E.ResultaO.

3- Plegado AO.

Hasta aqui se ha construido el AAOD que es e mismo que € de la Fig. 1: Para obtener € seg-
mento total AB (el lado mayor del rectangulo aureo) hay que afadir ala hipotenusa AO €l valor
OB que esigual a cateto menor OD.

4- A 5 a 0O - O.ResultaB’.

5- a- a B - B".ResultaB: AB esel lado mayor del rectangulo aurico.

6- B - &@;B - B.ResultaC.

El rectangulo aurico tiene por lados AB (el mayor) y AD (el menor); los subsegmentos son AC
y CB. Como laFig. 2 obtiene mediante plegados |os segmentos de laFig. 1, se cumple:
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AB_CB ;  CB?=ABxAC
CB AC
Es oportuno observar ahora que el rectangulo ABCD obtenido en el punto 6.6.6 a partir de
un cuadrado, es aurico (S. Turrion).
Si en efecto lo fuera, se cumpliria:
AB?=CB (CB-AB)
equivalente a la siguiente identidad con la que se confirma la hipdtesis:

5%

19
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6.7 RECTANGULOSDINAMICOS. RAICES CUADRADAS DE LOS SUCESIVOS NUMEROS
NATURALES.

PROCEDIMIENTO 1 (Fig. 1)

Partamos de una tira de papel de ancho unidad y lado mayor a. Hagamos los siguientes plega-
dos:

1- A - a0 - O.ResultaOB=/2.

2- B - a0 - O.ResultaC.

3- a- aC - C.ResltaD: OD=+/1+0C? = -1+ 0B =1+ (/2] = /3
4- D - a O - O. ResultaE.

5- a- aE - E. ResultaF: OF=/1+ OE2 =-/1+0D? = /1+3 = /4

6- F-> a0 - O.ResultaG.

7- a- & G - G.ResultaH: OH=-/1+0G? =/1+OF? =1+ 4 = /5
... y asi sucesivamente.

PROCEDIMIENTO 2 (Fig. 2)

A H

3

2
a

O

Los plegados en este caso seran:

1- A - a O - O. Resultado: OB=-/2
2- A-0OB;O-0 , :Z

3 AO-AGCZ-72 ,, W

4- OW. Resultado: D; OD=-/3

5 A - OD; O - O.Resultado: Y

20
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6-
7
8-
O-

AO - AOY Y. , :V
OV. Resultado: F: OF = -/4

A - OF; O - O. Resultado: X
AO - AO;X - X. , U

10- OU. Resultado: H: OH = -/5

Justificacion del Procedimiento 2 (Fig. 3)

A H
a
O
Vayamos del final, a principio.
En e AAOH, OH—ﬂ  seny =,/1-cos’y
seny

En el AION, cosy—g—l\ll—lN 1-1J

Parallegar a final habria, pues, que obtener sucesivamente losvalores BZ, ZW, WY, YV,
VX, XU, Ul, 17, etc. en funcion de la unidad (ancho de latira de papel). Veamos como con-
seguirlo.

Como Ol = OX = QY = OZ = OA =1, se puede trazar una circunferencia (de la que se
muestra el primer cuadrante) de centrro O y radio OA.

Potencia de B respecto de la circunferenciaen O:

1°=BzZ(BZ+2) ; Bz?+2BZ-1=0 : BZ= ~ 2% ”4+ =+/2 -1 (descartando
el valor negativo de BZ).
En el A rectangulo isdsceles BZW setiene:

wz=B2-271_, 1

2T 2 R

Potencia de W respecto de la circunferenciaen O:
V\/Z(\NK + KZ) =WY (WO +QY)

El f 1+(1 V\/Z)) \NY(1+\NY+1)
1 10 + 2
-t gy

21
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6.8

6.9

22

\NY2+2\NY—;:O © WY= §—1

« VY =WYcosa =WY xLY =WY(1-VY) ; VY(@L+WY)=WY

VY:1—\F
3

» Hasta agui hemos obtenido los segmentos BZ, WZ, WY, VY. El paso siguiente seria hallar
la potencia de V respecto de la circunferencia en O para continuar obteniendo |os sucesivos
segmentos escal onados que se indicaban a principio.

« En este momento estamos en condiciones de obtner OB (que es inmediato, y vale ~/2), pe-
ro también OD:

ope 1 - 1 _ 1

ena l-cosa 1-LY’ [1-(-WY J E % (%

«  Por & mismo procedimiento Ilegariamos alos valores de OF = -/4, OH = -/5, etc.

UN RECTANGULO CUALQUIERA A PARTIR DE UN TROZO IRREGULAR DE PAPEL.
Lasoluciéon, en 4.

1
<
4
RECTANGULO ESTRELLADO

Si entendemos que un poligono estrellado es €l que se obtiene de uno convexo mediante una
adecuada diagonalizacion, ya se ve que solo a partir del pentagono se pueden dar |os poligonos
estrellados.

Sin embargo, todos los poligonos, incluidos tridngulos y cuadriléteros se pueden dar en versio-
nes estrelladas no planas, sino espaciales, con 1o que, en sentido estricto, dejan de ser poligo-
nos.

La solucion, muy simple, consiste en obtener por plegado las bisecttrices de sus angulos y des-
pués, las bisectrices de los angulos resultantes. Asi se pueden lograr, a partir de todo tipo de
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cuadrilaeros, unas bellas y variadas formas con evocaciones arquitectonicas. A continuacion se
muestra un gjemplo.

LaFigldalugarala2,yala
3, cambiando la configuracién
de montesy valles.

/////

-

Interludio

23



Jestis de la Pefia Hernandez

7 GEOM ETRIA PLANA, PLANO CARTESIANG, ALGEBRA.
7.1 AREA DEL RECTANGULO.

Dicha é&rea se expresa por la cantidad de cuadrados unidad que caben en su superficie. Si la
unidad lineal cabe exactamente un nimero entero de veces en ambos lados del rectangulo re-
sultaevidente que el areavalebxa= 4 x2 = 8 cuadrados unidad.

==

L

Si consideramos como unidad el lado menor del rectangulo, € pequefio rectangulo restante tie-
ne como arealafraccion del cuadrado unidad que expresala parte decimal del lado mayor.

Asi pues, en todos los casos el drea del rectangulo viene dada por el producto de su base por su
atura

7.21 PRODUCTO DE BINOMIOS

7’——x——‘ \ a |

(4x+a)x (2x+b) = 8x* + 2xa+ 4xb + ab

Plegando € papel para obtener la figura, se ve que &l segundo miembro de la expresion pro-
ducto se corresponde con la suma de &reas de | os cuatro rectangul os correspondientes.

24




Matematicas y Papiroﬂexia

7.2.2 DIFERENCIA DE CUADRADOS.

7.3

X X

Sean los cuadrados A y B de lados respectivos x, y.
Algebréi camente se cumple que:

(x+ y)x-y)=x* -y
El primer miembro equivale alos rectangulos C + D
El segundo, alasareasC+ E—B

Luego,
C+D=C+E-B ; D=E-B
Volviendo de la geometriaa agebra, la Ultima expresién equivae a:
y(x-y)=xy-y?

gue al resultar una identidad demuestra la hipotesis de que también geométricamente suma por
diferenciaesigual aladiferenciade cuadrados.

AREA DE LOS DEMAS PARALELOGRAMOS

E A F B
: :
D—D C—C
al \ XxD—b yC — p
\ \
\ \
X D b C y

Tomemos como representante al romboide ABCD tal como se construy6 en € Punto 6.5. Trazando por
D y C las respectivas perpendiculares a AB, se obtienen los triangulos iguales AED y FBC. Por consi-
guiente, el areadel romboide ABCD esigual alade rectangulo EDCF, es decir, bxa (base por altura).

7.4 AREA DEL TRAPECIO ABCD

AC (vdle).

EF perpendicular aAC (AC-> AC).

BG perpendicular a EF por B (B = B; EF > EF).

Asi se obtiene CG = AB.

Andlogamente, obtener BH = DC.

Asi se obtiene € trapecio BCGH igual al ABCD por tener iguales los angulosen By C, y los tres
lados que los forman en ambos trapecios.

25
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A B F H |
\
ﬁg \//
@/ \> \
X\ < |
<N\
WK ;

D E ¢ G
7- Luego €l éreadel trapecio ABCD eslamitad que ladel romboide ADGH.
8 Asi: 4eaABCD = ; DG x 1J= DC2+AB 3

7.5 ALGUNOS PROBLEMASEN EL PLANO CARTESIANO

Obtener |as coordenadas de P:

:4/4+1:\/§
AAOB semgante a AOPC
thiczi : yp:senza
X, OC 2
1 2 4
seha=— ; Sen2a=2sena COSa= — —=—
5 517578
4 8
yF,:senZCr:g ; xP:ZyP:g
Y Y Y
2 A 20
\
1% i P €
\
o 20
0 1 X 0 B X 0 B

X

Obtener las coordenadas de Py €l érea del cuadrildtero OFPD .

a =ArTang B@E
BC

AABD=AB=2sena
AP=2AB =4sena

X,=1+AE=1+APsena = 1+4sen’a = 2,23
Vo= (X--1) /tang a = ]“223><3:L846

&rea (OFPD) = (OFA) + (AFPD) = 1+ 2x2 =5

26
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76  MAXIMOSY MINIMOS

Dado un rectangulo de anchura a, llevar O sobre el borde CD de manera
que estando B dentro de OD, lalongitud del pliegue AB sea minima. Sean
y=0OA ; x=0B
Se trata de hallar €l valor de x que cumpla con la condicién exigida, es
decir e que hace minimalaexpresion /x* + y?

Los AAOB y ACOD son semejantes:

. enACBD: CD=4x*-(a-x)’

2,2 2,2
) a’x ,  a’x
=~ Sepretende, pues, que | x* +
Y x* —(a-x)° P PUes 4 2ax — a’

sea minimo. Haciendo
1

i . B

z=0k+ 2X 0 yderivando, setiene:

y_
X

8|

El valor de x que hagaz' = 0 dara el minimo buscado para AB. Ya se ve que e maximo
seriac, a llevar O sobre D.

27
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Vamos a establecer la hipétesis de que 2 = 0 cuando € ultimo factor vale 0. Como €l
factor anterior es una raiz cuadrada en el denominador, habra que comprobar a posteriori que
este factor no se anula con el valor de x solucion.

Asimismo debera cumplirse que

2x§x—1g+ng—lE2X—ng=0 acondicion de que ng—lgio
[ 0 [ [ a A O

Simplificando la tltima ecuacion se llega facilmente a
x="a
4

gue efectivamente no anulalas dos expresiones anteriores.
Efectuando € plegado O - CD en torno de un punto B de x = %ase obtiene € seg-

mento AB minimo.

El lector puede comprobarlo por si mismo efectuando sucesivos plegados de aproxima:
cion hasta obtener €l valor AB minimo.

8

N
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7.7 RESOLUCION DE LA ECUACION DE 2° GRADO

Sea |la ecuacion
X’ +mx+n=0 (1

Como es sabido, se puede conseguir que toda ecuacion tenga 1 como coeficiente de x> con

solo dividir todos sus términos por €l coeficiente del primer término.
Definamos en el plano cartesiano los puntos

P03 y Q(bc)
Efectuemos el siguiente plegado: P-OX ; Q-0Q

El plegado se puede hacer de dos formas, dando los puntos x, y X, gque son, respectivamente,
las dos soluciones de la ecuacion propuesta. Lafig 1 describe la operacion.

Y
P (0,a)

//7
1 &&/ /%

Y X

Q(bo)

X X

2 1

En ambos casos P se ha plegado sobre sendos gjes de simetria (en vale) que pasan por Q para
dar los puntos x. Veamos el fundamento en lafig 2.

Y
P (0,8)
Q (b,c)

C 0] X, A B X X

Los APOX; y AADX son semejantes, por tanto:
Px _ A ; Px, X Px, /2 = x % AX, @)

Ox  Dx
Ax, =x —-b+ AB (3)
Los APOX; y AQAB también son semejantes, luego:

E:i : AB:E

;  sustituyendo en (3):
c X X

29
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AX =X —p+2 ;  sustituyendo en (2):
X

a’ +x° :2x1§g—b+acé
X

a? +x° = 2x° - 2bx, + 2ac
x> -2bx, +a(2c-a)=0
De haber hecho el desarrollo anterior paralasolucion x, en vez de parala x;,habriamos llega-

do a la misma expresion, por tanto, la ecuaciéon de segundo grado obtenida se puede generali-
zar:

x? -2bx+a(2c-a)=0 (4)
Comparando las ecuaciones (1) y (4) setiene:
m=-20b ; n=a(2c-a) (5)

Lo que buscamos, en definitiva, es hallar los valores a,b,c para poder dibujar lafig 1. Tenemos,
pues, tres incognitas y dos relaciones, las de (5) que nos dan:
m 1
b=-— ; c¢c== BQ + aE 6
> o tak (6)

Observemos, para resolver esta dificultad, que ¢ es una funcion de a (ademas de serlo, natural-
mente, de n).

B X, X

La fig 3 muestra que fijando un valor arbitrario de a llegamos cada vez a su correspondiente
valor ¢, pero alos mismos valores de X, ya que, en definitiva, jugando en (5) con los valores a,c
obtenemos el mismo valor de n que es el término independiente de (1).

Recapitulando. Pararesolver (1):
* Fjar unvaor aadecuado para que €l papel abarque el dibujo completo.
»  Obtener b,c segln (6), dando aa un vaor arbitrario.
* Plegar seginfig 1.

Por este procedimiento se pueden resolver ecuaciones de segundo grado con raices reales:
positivas, negativas, dobles, etc. La excepcion son, por tanto, las de raices imaginarias (discri-
minante de la ecuacion negativo). En ese caso no se puede dibujar una figura como la 2.
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7.8

7.9

RAIZ CUADRADA DE UN NUMERO

Es un caso particular del anterior Punto 7.7: consiste en resolver una ecuacion de 2° grado ca-
rente del término lineal y con la condicion de que el término independiente sea negativo:

x*-n=0
Las expresiones (5) de 7.7 toman laforma:
-2b=0 ; -n=a(2c-a) 1)
gue dan para (6):
b=0 ; C:}B—E+a5
20 a [

Hagamos la aplicacién a ejemplo siguiente (fig 1): deseamos hallar, por plegado, la raiz cua-
drada de 1.600.

a=60 | A(0,60)

40 0 +40 X
Tomemos arbitrariamente a = 60

Como consecuencia: ¢ = 1 1600 +60 Q: 16.6

20 60
Después de plegar A sobre el gge OX en torno del punto C se obtiene el resultado de x = £40

CUADRADO DE UN NUMERO A(0,255.09)

Esel gercicio inverso a anterior.
Supongamos que queremos hallar el cuadrado
de 210 (la dimension menor de un rectangulo
DIN A4).

Llevemos la esquinainferior derecha del
papel sobre un punto cualquiera (el A) del lado
izquierdo. A estard por encima de la cota 210
para poder producir C en e plegado.

Al plegar se obtienen los puntos A y C
de ordenadas respectivas a y ¢ que llevadas a
(1) del Punto 7.8 dan: (00 (2100)

C(0,41.1)

-n = a(2c-a) = 255.09(2x41.1 — 255.09) = - 44102.5
n = 44100 (ladiferencia se debe a error de resolucién de pantalla.
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7.10 PARABOLA ASOCIADA AL PLEGADO DE UNA ECUACION DE 2° GRADO

32

En el Punto 1.2.4 se decia que plegando un punto sobre una recta se obtenia como linea de ple-
gado la tangente a una parabola cuyo foco era el punto de partida y cuya directriz era la recta
que acogia a punto. Ello se prueba en el Punto 4 a demostrar el teorema de Haga.

Pues bien, en la fig 1 del Punto 7.8 hemos reproducido esta misma operacion, de manera que
podemos compl etarla dibujando la pardbola de foco F = A, directriz d, vértice V (punto medio
de AO) y tangente CE en el punto E de abscisa precisamente igual a 40.

F | A(0,60)
X D 7 E
> S Vv e H/ G
1 \\ _ 7
C(0,16.6)
B d
-40 0 +40 X
La ecuacion de esta parabola es.
60 1 ., 1 .,
=+ XT =30+ X 1
Y 2 2x60 Y 120 @)

Esta ecuacion tiene la misma estructura de la (1) del Punto 4: baste observar en esta Gltima que
su primer sumando tiene dimension de longitud (L) y que el coeficiente de x* tiene dimension
L.

Enlafig 1 de este Punto 7.10 esta claro que las distancias de E aF y ad son iguales dado que la
tangente es la linea de plegado (gje de simetria). En definitiva, lo que hemos conseguido es ob-
tener las dos tangentes a una parabola desde el punto C.

En estamismafig 1 se aprecialo siguiente:
AAOE’ semgjante a AHV C; por tanto

40
@ :L : VC :io
40 VC 3
AVHC = AEHG, luego:
EG=VC= 4—0
3
ye = EE'=E'G+GE :30+4—0 =@
3 3
Esdecir, es E&O,@
O 3C

Refiramos ahora la parabola (1) a unos nuevos gjes tales que, conservando €l gey, tenga el x
paralelo asi mismo por D. El nuevo origen seraD y laecuacion (1) se convertira en:
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711

Esta Ultima ecuacion, paray = 0 da

X = B@—BOBZO =40
03 g

Con €ello se comprueba que las raices de una ecuacion coinciden con los puntos de corte con €l
gedelasx, delacurvaque larepresenta.

RESOLUCION DE LA ECUACION COMPLETA DE 3* GRADO (J. JUSTIN)
Sea éstadelaforma

t*+pt>+qt+r=0 (1)

Y

C(ab)

0 G
Definamos (Fig 1) en e plano cartesiano los puntos C(a,b) y D(c,d), a partir de los coeficientes
de (1) seguin se vera a continuacion.
Efectuemos simultaneamente los siguientes plegados:
C-0Y ; D-OX
La pendiente de la normal a la linea de plegado BF resulta ser la solucion de la ecuacion pro-
puesta (1), esto es,
t=tg (DGX) =tga
Con la configuracion y escalas de la Fig 1, la solucién t es Unica (existe una sola forma de ple-
gado) porque se cumple que:
2 3
39-p >0y 2p 92|r;q+27r <0

Es decir, la ecuacion de tercer grado (1) tiene, en este caso, una solucion real y dos imaginarias
conjugadas. Razonemos la solucién (Fig 2):

oG=c- 9
tga
OA=b-atga
1 1 d a
F 2( ) 2% tga% ° 2
1 1 1
==d ==(b+0A)==(2b-atga
V= Yo =3 (b+0)= > (20-atga)
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Y
Cab)
04
AN
2 N\
\B
\
N D(c,d)
N F
A
N\
o h X
0 G
. d _a
XF—C_E XB—E
d at
- :b_f
Yr 5 Ys 5
Por otra parte,
t_ﬁ ’Osea:
Ye ~ Yr
~d _a
t:C 2t 2 _ 2ct-d-at
b_gt_g 2bt — at? - dt
2 2
2bt* —at® —dt*> =2ct —-d - at
at®+(d-2b)>+(2c-afk-d=0 )
Comparando las ecuaciones (1) y (2), tenemos:
a=1 ;, d-2b=p ; 2-a=q ; d=-r
a=1 ; p="'"P , c:—CI+1 ;oo d=-r
2 2

Con esto ya disponemos de los cuatro valores a,b,c,d, es decir, tenemos las coordenadas de los
puntos C y D para poderlos plegar simultaneamente sobre OY y OX: la linea de plegado que
conduce at = tga es la solucion de (1). El plegado solucién se puede facilitar, bien marcando
€jesy puntos por transparencia, o produciendo previamente el plegado CD en monte.

7.12 RESOLUCION DE LA ECUACION COMPLETA DE 4° GRADO
No vamos a entrar en el desarrollo de detalle. Nos limitaremos a apuntar que, con el adecuado
cambio de varible y aplicando la tansformacion de Cardano, esa ecuacion se puede transformar
en una ecuacion completa de tercer grado, aresolver segin e Punto 7.11. Referimos a lector a
cualquier tratado de teoria general de ecuaciones.
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7.13 PARABOLASASOCIADASAL PLEGADO DE UNA ECUACION DE 3% GRADO

La operacion de plegado efectuada en la fig 1 del Punto 7.11 conduce a obtener BF como tan-
gente comUn a estas dos parébolas:

PARABOLA FOCO DIRECTRIZ TANGENCIA aBF
1 D OX T1
2 C oY T)

Ambas quedan en estafig 1 de 7.13 superpuestasalafig2 de 7.11

par. 2

par.1 \\ par.l

Y

De haberse planteado una ecuacion de de 3% grado
t*+pt’+qt+r=0
con discriminante negativo, es decir, cumpliéndose

3 _ A2
1fpp’-opa+2rr [ 1 MBa-p*fl o
4 27 27 3

habriamos obtenido tres formas distintas de plegado simultaneo de los puntos C y D sobre los
correspondientes gjes de coordenadas.

Tal ocurre con la siguiente ecuacion sobre la que volveremos a hablar en otro lugar:
t*+t*-2t-1=0

Ello se pone de manifiesto en la siguiente fig 2 de este Punto 7.13 donde se muestran las dos

parabolas y sus tres tangentes comunes. Esas tangentes son 10s gjes de simetria en los plegados

simultaneos correspondientes, de focos sobre directrices. La Ultima ecuacion tiene, pues, tres

raices reaes.
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En esta figura conviene observar:

- Los puntos D, C estan obtenidos segun el calculo del Punto 7.11.

Desde ellos, y hastalos gjes OX y QY respectivamente, se proyectan dos haces de tres rayos
cada uno.

Esos haces tienen sus rayos paralelos dos a dos, y las tangentes de los angul os que forman los
rayos con €l gje OX son las tres soluciones de la ecuacion.

- Lastres lineas de plegado resultantes de llevar simultaneamente D sobre OX y C sobre OY son
las tangentes comunes a las dos parabolas de foco D (y directriz OX) y foco C (y directriz
oY).

Los ges de las pardbolas son, naturalmente, las perpendiculares desde los focos a las direc-

trices.

I nterludio
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7.14 FUNDAMENTO DEL JUEGO DE BILLAR ORTOGONAL (H. HUZITA)

Este juego es una ingeniosa recreacion inspirada en € billar convencional. En éste, la bola que
incida sobre una banda sal e despedida segun la condicion de que los angulos de incidenciay re-
flexion son iguales (Fig. 1).

En € billar ortogonal se establece la hipétesis de que la bola en cuestion sale siempre en direc-
cioén normal aladireccion de atague alabanda. (Fig. 2).

1 = 2 =z

— _
_— -
_ -

m |

Como iremos viendo, la hipétesis de HH resulta muy Util para resolver problemas de una gran
variedad, tanto geométricos como agebraicos. Veamos, primero, cdmo se comportan las bolas
en cada una de las dos siguientes condiciones.

Jugada a una sola banda
En € billar convencional, Fig. 3, cuando atacamos la bola Blanca contrala banda para que re-

bote en la Roja, siempre hay una solucion:

Y En este caso los datos son: BZ; RZ; o« .

7 e 4 y La incognita es e angulo 7y con el
gue la bola Blanca ha de incidir sobre la
banda.

3 B Al ser ZV comun en los AZVB y
AZVR, setiene:
R
YAYS _ ZB ) YAYS _ ZR
sen@+y) seny ' sen(m-a-(m-y)) sen(m-y)
Igualando ZV:
ZBw = ZRM ;  desarrollando:
seny seny

(ZR+ ZB)sena cosy = (ZR - ZB) cosa seny

2ZB + BR
=" "tga

t
gy BR

En cambio, en € billar ortogonal puede haber una, dos o ninguna solucién (Fig. 4) seguin que €l
arco capaz de 90° sobre BR sea tangente a la banda, sea secante 0 no llegue a ella.
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Jugada a dos bandas
En este caso nos vamos afijar solo en e billar ortogonal (Fig. 5)
X
/ "C A

y

Teniendo las bolas B, R situadas como se indica, se trata de encontrar la trayectoria de B a R

después de golpear las dos bandas.

La solucién se obtiene (Fig. 6):

* Trazando X" ey  paraélas a las bandas y distantes de éstas tanto como B y R respectiva-
mente.

* Plegar smultaneamente B — x” (produceA); R - y’.

» Lalineade plegado determina el tramo intermedio del trayecto de B aR.

» Como esa linea de plegado es gje de simetria y la banda horizontal es paralela media del
AABC, d angulo recto en D se asienta en dicha banda horizontal. Otro tanto puede decirse
del tridngulo inferior (hipotenusa por R).

7.14.1 CUADRADOSY RAICES CUADRADAS (H. H.)

Tratemos de hallar el cuadrado de a (Fig. 1):

e Partir delospuntosC (-1,0) y A (0,a).

e Plega:C -y ;A - A,

» Lalineade plegado AB produce el punto B cuya abscisa es el cuadrado de a.

Justificacion:
El AABC esrectangulo y en é, su altura OA es media proporcional entre OC y OB:
OA* =1xa’®
Obsérvese que en este caso, € cuadrado (a*) es menor que el nimero (a), por ser éste menor
que 1.
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7.14.2

Si hubiéramos querido hallar laraiz cuadrada de b, € proceso habria sido €l inverso:
* Partir delospuntos C (-1, 0) y B (b,0).

e Plega:C-Yy;B-B

Lalineade plegado AB dariael punto A(0,a) tal que:

bxl=a® ; a=-b
y y’
1 |
A(0,a)
ceLo 0 8o
- = A X

Este planteamiento recuerda el del billar ortogonal, precisamente por la ortogonalidad, pero con
un matiz: Si labola C chocaen A contralabanda OY, se produce una reflexion virtual AB fue-
radelamesa.

CUBOSY RAICES CUBICAS (H.H.)
Iterando el proceso anterior podemos obtener €l cubo dea(Fig. 1).

y y’
A
\
C(-1,0) 0 "
DB l X

A X’

« Partir de los puntos C (-1,0); A (0,a) y obtener B (a%,0) segtin el Punto anterior.
e Trazar X" ta que OA"= OA.

* Plegar: A - x';B - B.

« Lalineade plegado BD produce OD= &,

Justificacion:
El AABD esrectangulo y en é se cumple:
OB* = AOxOD (az)2 =a*=axOD ; OD=a°
Operando en sentido inverso, tal como se hizo en e punto anterior para la raiz cuadrada, ha-
briamos Ilegado aque OA=3/0D .
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7.14.3 LA ESPIRAL ORTOGONAL DE POTENCIAS (H.H.)

Observando la sistemética seguida en los dos Puntos anteriores, ya se ve que pueden obtenerse,

sucesiva e indefinidamente, por plegado, las distintas potencias de a. Es decir, se puede hallar
1

a" e inversamente, a" siendo n cualquier nimero natural.

Hay que notar que lasrectasy’, X, y'*, X', etc. receptoras de los puntos que se pliegan, son pa-
ralelas alos g es coordenados distando de estos tanto como €l punto que se pliega.

También se ha podido ver que cuando a<1, laespiral ortogonal se cierra, y se abresi a>1. Los
valores de las potencias de a se leen a partir del origen sobre ambos €jes de coordenadas: |as

pares sobre € ge de abscisas y las impares sobre e de ordenadas. Ello se aprecia en las si-
guientesFigs. 1y 2.

as )

1 a*\ 0 a* 1 0 a’

7

a

7.14.4 RESOLUCION DE LA ECUACION DE SEGUNDO GRADO (H.H.)

40
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Vamos a construir, en primer lugar, la ecuacion de segundo grado con raicesx; =1y X, = -3
(x-1) (x+3) =0 ; Xx*+2x-3=0 (1)

LaFig. 1 muestra el proceso de plegado para obtener sus dos raices:
* Fijar los ges coordenados OX; OY.

» Dibujar larectax” distante de OX tanto como | (la unidad, puesto que €l coeficiente de ma-
yor grado -el 2°- es ).
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* Iniciar enl (10= 1) la serie de vectores coeficiente con € siguiente criterio:
|O= 1: coeficiente de x2
OA= 2: vaor absoluto del coeficiente de x; formando angulo recto con 10; orientado a la
derecha —segUin &l avance de los vectores- porque del 1° a 2° coeficiente no hay cambio de
signo.
AF= 3: valor absoluto del término independiente; en angulo recto con OA; con sentido ala
izquierda porque al pasar del 2° al tercer término hay cambio de signo.
Asi se obtiene el punto final F de los vectores acumulados.
* Producir el plegado
| - X ; F-F

Como se ve, hay dos soluciones:

OoX;=1 ; OX,=-3
Justificacion:
Tanto los AIOX1; AFAX1 como AlOX,; FAX, son semejantes. Asi pues.

I0 _AX, . 10 _AX,
OX, AF ' OX, AF

Para asignar valor a estos segmentos hay que tener en cuenta:

* A lavariable independiente x hay que asignarle el signo que le corresponda en e plano
cartesiano.

* A los demés segmentos ha de asignérseles e valor absoluto que tienen en la ecuacion (1),
ya que su signo se tuvo en cuenta a la hora de girarlo a la derecha o a la izquierda: estos
segmentos (los coeficientes de la ecuacion) no tienen dimensidn de variable independiente
aunque estén superpuestos a ella en e plano cartesiano.

Entonces queda:
1 _x+2 . 1 _-%x-2
x 3 ' -x 3
gue en ambos casos conduce al mismo resultado si se generalizaxi; X, ax:
x?+2x-3=0

V eamos otro ejemplo para degjar bien asentada |a sistematica de signos.
Sea la ecuacion de segundo grado con raices X3 = -1; Xp = -3
(x+1) (x+3) =0 ; Xx*+4x+3=0 2

* Vaores absolutos:
10 = 1: coeficiente de x*
OA= 4. coeficiente de x
AF= 3: término independiente
» Secuencia de vectores: IOAF (girando siempre a la derecha porque en (2) no hay cambios
de signo).
e Plegado: | - X;F - F
* Lasraicesresultan ser: Ox; =-1; Ox; =-3

AlOx; ~ AFAX; ;  AlOx;~ AAXF  luego:
10 _Ax . 10 _ A,
Ox, AF '~ Ox, AF
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7.14.5

42

\\\>7F Y
W\
\ N\
AN
2 N |
///\\7
A \//?i577 X
X\ o)
2 ﬂ&\\ N
\ AN
1 _4-(x) . 1 _4-(=x)
- X, 3 =X, 3

Generalizando para ambos casos: x* + 4x +3=0

RESOLUCION DE LA ECUACION COMPLETA DE TERCER GRADO (H. H)

Antes de nada vamos afijarnos en la Fig. 6 del Punto 7.14 para mostrar como en su configura-
cion subyace la ecuacion de 3% grado. Aquella figura queda completada en la Fig. 1 del pre-
sente Punto 7.14.5

Y
. 5 t=tga ~
% ab) 1 (=D
@b) z
o e t=2°-2 >
0(00) @) X b+y
/AU =M=y
(Ilm) Z) a-| D
\

Vamos a obtener una expresion en t dependiente sélo de las coordenadas de las bolas (0,0);
(I,m) , del &ngulo de ataque «x (cuyatangente est), y de larelacion mesa-bolas (a,b):
_h_ 2
m+w:a—? : at?zbt:m—atﬂt
(-a)*+(m+b)?>-at+b=0

Es decir, la orientacién que ha de darse a la bola situada en el origen para que dé en la bola si-
tuada en (I,m) después de rebotar ortogonalmente sobre ambas bandas, es laraiz real Unica de
la ecuacion de tercer grado que hemos obtenido. Ello se debe a que, paralas dimensiones repre-
sentadas en el dibujo, la ecuacion tiene su discriminante positivo.

Es importante insistir en que las dos rectas receptoras en € plegado de los puntos origen (0,0) y
fin (I,m) estén situadas respecto de las bandas (donde se produce laincidencia de la bola activa)
alamisma distancia a gue se encuentran de ellas dichos puntos.
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Vamos ya a obtener las tres raices de la ecuacion

t*+t?-2t-1=0
gue fue resuelta por otro procedimiento en el Punto 7.13 (Fig. 2). La secuencia de vectores se-
ra 1;1;-2;-1, tal como se muestra en la presente Fig. 2.

Y Y’

I

El primer vector con inicio en | incide sobre la banda y de manera que exige lalineay ~ para
gue sobre ellase asiente | en € plegado final (ver, ademés, 10.3.1, Heptégono).

Por su parte, e ultimo vector con final en F viene rebotado de la banda x y exige por tanto la
linea x ~ para asentar sobre ella a F en e plegado ulterior. Asi pues, habra de hacerse € si-
guiente plegado simultaneo:

l-y” ; F-ox’
Lo que ocurre es que ese plegado puede hacerse de tres formas distintas dando lugar alaFig. 3.

v’

En ella, las lineas de trazo representan, como es natural, las lineas de plegado, y los angulos o,
(5, 7y conducen alas soluciones de la ecuacion.
Obsérvese que si en esta Fig. 3 se hace latransformacion
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X' ->0X ; y' - O0Y
y la giramos 180° en torno de O se obtiene precisamente la Fig. 2 del Punto 7.13. Ambas figu-
ras dan los tres mismos resultados parat:

o = 51.2721° B—  23.990%° ~ = -60.9719
t; =tg o = 1.2469 t=tg 8 =-0.4450 t3=tg 7 =-1.8019

Cualquiera de €llas satisface la ecuacion
t+t?-2t-1=0

Lajustificacion de que la Fig. 3 se asocia a la ecuacion de tercer grado propuesta se ve en la
Fig. 4

4
AN
AN
A D ~IC G E
AN
AN
AN
F
En los AIBD; AEGF que son semejantes se tiene:
BD_FG . BD_ 2 M
ID GE °~ 2 ED-1
En los AIBC; ACEF, también semejantes:
EC_IC . ED-CD_2+CD @
GF BD 2 BD
BD
Igualando Py en()y(2):
2 _ 2+CD . D= 2 3)
ED-1 ED-CD ED +1
En el AIBC setienetambién (al sert =tg o):
BD=IDtga=2t ; Ang.BCl=180-2n« ; BD=DCtg(180-2a)
Luego:
2t=-DCtg2q = 22C189 . 2 _1-pc 4)
tg:a -1
En e AEGF, Ang.FEG = «, luego:
GE ED-1

Las expresiones (3), (4), (5) congtituyen un sistema paramétrico en t que permite obtener la
ecuacion de tercer grado que buscamos:
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2 _ 2

t?-1= , ED+1=,
ED +1 t2-1
ED—1:t2
2:t22_1—t2 D 2 -1k=t-(7-1)
(-1t +1)=t ; t2-t+t2-1=t

t3+t2-2t-1=0

Clulertudio
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7.15 PROGRESIONES

7.15.1 PROGRESIONES ARITMETICAS

Estéan constituidas por una sucesion de cantidades tales que cualquierade ellas esigua a
la anterior sumada con una cantidad constante |lamada razén d, de la progresion. Si d > 0 la
progresion seracrecientey si d < 0, decreciente. Veamos una del primer tipo.

Para representarla mediante plegados, dispongamos una tira de papel de anchura d y
longitud conveniente segun la primeraimagen de laFig.1. A partir de su extremo izquierdo se

— o

Q

ag

a

Q
a

a3 T

tomara € primer término a, de la progresion. La obtencion del cuadrado de lado d que se
muestra por primeravez en laterceraimagen, resulta clave para obtener 1os términos sucesivos
&, & Y &. Es evidente que sblo lalongitud del papel limitala cantidad de términos representa-

dos.
En la dltimaimagen de la Fig 1 se puede apreciar € sentido de crecimiento de los tér-

minos de la progresion que e proceso ha configurado como un fuelle aplastado. Con solo ver y
contar en esa Ultima imagen, se pueden comprobar |as propiedades més importantes de las pro-
gresiones aritméticas:

Vaor dal ultimo término:

a,=a,+(n-1d ; a,=a+3d
Equidistancia continua de tres términos consecutivos.
Gu~&=aq"aq, ;, Y THTR T
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Un término como media aritmética entre su anterior y su posterior:
a =32% 8 a,+ta, _a+d+a +3d _2a +4d

2 BT 2 p Cara=a
Relacion entre un término n'y otro que le precede p, mediando entre ellos i términos:
anzap+d(i+1) ; a,=a,+2d
La suma de dos términos equidistantes de |os extremos es igual ala suma de estos:
ata, =a,ta,; ; ata =a,ta (=1
Suma de los n términos de una progresion aritmética:
S= ai;a“ N s:%4:2a1+2a4 =a +a, +2(a, +3d)=4a, +6d

7.15.2 PROGRESIONES GEOMETRICAS

Son aquellas en las que cada término se obtiene multiplicando su anterior por una canti-
dad constante r [lamada razon. Veamos primero una del tipo creciente (r > 1). La Fig. 2 del
punto 7.14.3 esun g emplo. En ellael primer términoesa, = 1y larazon eraa> 1.

Si quisiéramos que con lamismarazon r = a el primer término fuera g # 1, habria que
construir, a partir de &, una espiral ortogonal paralela ala anterior. Asi se obtiene laFig. 1 del
presente punto 7.15.2. En ésta, el valor de cada término de la progresion se mide desde O hasta
el g correspondiente; asimismo se puede comprobar, desde la semejanza de los triangulos

a,

1 r

a3
a, a, 1 0
a,
mostrados, por ejemplo, que:
a _r  a, r
a, 1 = a 1

Algunas propiedades de una progresion geométrica, apreciablesen laFig. 1:
Vaor del término enésimo en funcion del primero y de larazon:
a,=ar"™ ; a =a[r=afrxr=a,rxrxr=arxrxrxr=ar*
Suma de los n primeros términos de una progresion geométrica en funcion del primero, € Ulti-
mo 'y larazoén:
ar-
g=&"&
r-1

; tomando medidas sobre lafigura, ala escala que corresponda, setiene: D

a, =22458 :a,=20215 ;a,=18196 ;a,=16378 ;a, =1.4742

r=1.0751 ; 01=0.9677
El valor der aintroducir en laférmulade lasumasera1.0751/ 0.9677 = 1.111

a7
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asl que sera
S 2.2458%x1.111-1.4742

1111-1
por otra parte, sumando los 5 términos de la progresién, se tiene también:

ia =92

Vamos a construir ahora, mediante plegado, otra progresion geomeétrica, en este caso de tipo
decreciente (r < 1). Ver Fig. 2.

=902

A
Los puntos B y C son de obtencion inmediata (C es € centro del cuadrado): La sistematica para
obtener |os puntos sucesivos es la siguiente:

Plegar Se obtiene
O-B D
O-C E
O-D F
O-E G
Vamos a ver como los segmentos AB, BC, CD, DE, EF, ....... son |os términos de una progre-

sion geométrica decreciente.
Si partimos de que € lado del cuadrado es la unidad, ser&

OA=+2 ; OB=1 ; BD:% ; DF:% ..............
asi que los respectivos segmentos valdrén:
AB=+2-1 Bng—Ale—g
CD:\/_—E—BC—AB:E—E DE=£—CD=1—£
2 2 2 4 2 4
EF—E—DEzﬁ—1 ...........................................
4 4
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Obsérvese que la sucesion de segmentos impares constituye una progresion geométrica de ra-
z6n 1/ 2. Otro tanto ocurre con |os segmentos pares.

Hallemos la razon de cada dos términos consecutivos:

CD AB 12 42

DE_BC _V2
CD 2CD 2
EF_CD _+2
DE 2DE 2
Asipues,rzg

Hallemos € vaor de la suma de todos los términos de la progresiéon. Aplicando laférmula (1) y
teniendo en cuentaque a, - 0, queda

_-a,_-(V2-1)_
S=——= Jﬁ_l =2

2

Es decir, la suma de todos |os términos de esta progresion geométrica equivale ala diagonal del
cuadrado, tal como tiene que ser.

Culertudio

/ L \
/ \
/ AN
BY
Vo %
\ /
\ /
~ Vo ~
. ~
S\
N .

49



Jestis de la Pefia Hernandez

8 CUADRADOSY TRIANGULOS VARIOS
81 OBTENER UN CUADRADO DE AREA MITAD QUE OTRO.
8.1.1 SOLUCIONES POR PLEGADO

Solucién 1

Producir ordenadamente los cuatro plegados que se indican:

H 1- Plegado AF.
2- H - AF, A - A.SeobtieneC.
3- EA - EA; C - C. SeobtieneCD.
4- HA - HA; C - C. Seobtiene CB.

El cuadrado ABCD tiene un area mitad que la

del AHFE:

&eaAHFE = AH? : &eaABCD = AB?
AC AH

AB="—"=""
J2o A2
2
aea ABCD = AHT_1 area AEFH
F 2 2

Solucién 2

Con los plegados que se indican resulta evidente que el cuadrado BCDG tiene un &rea mitad
que el AEFH .

8.1.2 SOLUCIONES MEDIANTE CORTES
Solucion 1 (Tangran)

Componer € cuadrado origina segun las siete figuras tangran (cinco triangulos rectangulos
isosceles, un cuadrado y un romboide). Los A (1) y (2) suponen lamitad del triangulo grande y
constituyen el cuadrado solucion (ala derecha).
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Solucion 2 (elemental)

82  OBTENCION DE TRIANGULOS
821 TRIANGULOSRECTANGULOS ISOSCELESA PARTIR DE UN CUADRADO

&

Lostridngulos (1) y (2) son lasolucién.

(2)

8.22 TRIANGULO EQUILATERO A PARTIR DE UN CUADRADO.
8.22.1 LADOSDE CUADRADO Y TRIANGULO, IGUALES.

Lasolucion es el tridngulo ABC puesto que AB = BC
SiDC=1

AE2+BEH =1
RO
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A
AN El punto A se obtiene mediante
/ \ el plegado 1:
/ \ C - mediatrizdeBC; B -~ B
/ \
/ \
B C B

C

Una variante del caso anterior se tiene s mediante un solo corte desligamos € tridngulo del
cuadrado:

8.2.2.2 TRIANGULO EQUILATERO MAXIMO (cuatro soluciones)
Solucién 1

E B F B
Plegar segiin AB € vértice E sobre la mediatriz de |os lados horizontales del cuadrado: se ob-

tienen B y H. Hacer lo mismo simétricamente a la diagonal en A: se obtiene C. El triangulo
solucion esel ABC.

AE = AH =1
1
_2 1 . _
sena=—“4-=— ; a=30° ; angBAC=60°
AH 2

AB = 5 =1.0352762 > AE =1
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Solucién 2

Plegados:

1- D -~ GH;B -

2- B - GD;a - a SeobtienenCyA.
3- Plegado AC. Se obtienen simulta

neamenteby c.

B.Seobtienenay E.

= = H = B //
// ’ | a
DB = EB = FB : ABEF, equilétero. e \
Luego ang. EBF = 60°y CBD = 15°. 7 |
En la dltima figura, obtenida después de desplegar la ante- AL —_ \
rior, se tiene por simetria N
Ang. ABF = CBD =15° ang. CBA = 90 — 30 = 60°. Luego F B
AABC isbsceles con un angulo de 60°: es equilatero.
Solucion 3
G
Al A
B E B
N |F F
~
~
~
~
~
~
c D
CD=1 ; AACD,equiladero ; ang.ACD=60° ; ang.ECD =30°
DE =tg30 ; BE__ 1 ; EF = ED—E:tg?,O—1
EF tg30 2 2
= EF :1—L ; angBGF = Arcth = Arctg 1 =15°
tg30 2tg30 FG tg30
Solucion 4

Esta solucion no es perfecta, pero es muy ingeniosay a mismo tiempo muy proxima ala per-

feccion.

Se trata de obtener por plegado los puntos M y N para finalmente plegar sobre su punto medio
O. Lasolucién perfecta pasaria por plegar no sobre O sino sobre un punto indeterminado entre

Oy M.

AC=1 ;

2 e

CB=AB= > ;  angNCB =225 ; NB= 72'[9 225

53



Jestis de la Pefia Hernandez

= O

Si setoma O en el punto medio de MN, ser&
OAzé(AM +AN):%§\/§+ NB+%E:%§\/§+%@22.5+%E: DE =

=1,0303301 # 1,0352762 (que eslado del Aequildtero maximo perfecto, tal como sevid en la
solucion 1)

lertudio
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8.2.3 TRIANGULO EQUILATERO A PARTIR DE UN RECTANGULO (tres soluciones)
Solucion 1

El rectangulo es unatira de papel, y la solucion es muy Util en la construccion de hexaflexago-

nos
AR
/ 1 2 '
-/ \ 3 /
/ \
A
8%’
N . 4
[
/
o > >
r/B C
Justificacion:
a=Db (smetriar) ; g=d (smetrias) ; a=d (opuestospor € vértice). Luego:
a=b=g=@:60 ;  e=TF (ametriar) ; w=a=e. Luego:

F=w=60°y DABC, triangulo equilétero.

Una construccién asi no se puede conseguir a partir de un cuadrado al ser AB mayor que € |la
do de ese hipotético cuadrado.

Solucion 2
\ 30°
‘ \ ;o\
T SN
\ ~
1 Lo

B C

También se ha partido de unatira de papel. La solucion es el DABC equilétero. Recuérdese que
en laSolucion 1 del Punto 8.2.2.2 se vio cémo producir latrisecciéon de un angulo recto.

Solucion 3

A diferencia de la anterior Solucién 1 que utiliza toda la anchura de la tira de papel permitiendo
asi la construccion sucesiva e indefinida de triangulos equiléteros, esta Solucién 3 parte de un
rectingulo en el que las proporciones de sus lados deben ser, para a (atura) y b (ba
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se):a= ?b. S a> @b se obtiene un tridngulo equilétero tipo sobre semejante a del punto
8.24.
1 2 3
| / -
{ /
/;\ T //
| /
{ /
{ / 3
[
6 4
//
=
\/
/
/
/
7
N 8 9

G

8.2.4 TRIANGULO EQUILATERO SOBRE
Aparece evidente que e tridngulo resultante (el Ultimo del proceso) tiene como lado la mitad
del cuadrado de partida. El lector observara que ya no se explicitan los detalles de los plegados;
asi, se ha evitado describir el plegado de la 32 figura como:
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= ',4

Es ocasién de referirse al Punto 6.9 (rectédngulo estrellado) en el que se aludia a triangulo.
Aqui, lafig. inferior izda. representa un triangulo estrellado arquitecténico iluminado, y la de-

recha, siniluminar.
8.2.6 ESCUADRA/CARTABON

ang BAC = 45° (bisectrices &ngul os complementarios)
ang DAE = 60° (tridngul o equil atero)

angEAC=30° ; angACE=60° ; angACF=120°
angBCF=60° ; angBCA=60°
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A A
N
= \\ /B B
\
\ D
- <
\ 60°
E C F
8.27 OTRA CURIOSIDAD
F B B =
K E
_ \ 7
- . b
A A A
C ¢ C : D

El resultado de los dos plegados sucesivos es € triangul o rectangulo ABC.

Para demostrarlo hay que ver en primer lugar que B,E,C estén alineados. ang BEC esllano por
ser sumade los angulos en F y en D traspuestos en sus respectivos plegados. Ademéas AE = AD
= AF, por tanto EA es unarecta Unica perpendicular aBC.

Por otro lado, €l angulo llano en A da:
180=(90-a)2+2y =180-2a0+2y ; a=y
Por fin setienequeang EAC=90-a =90-y
angBAC=angEAC +y =90

Clertudio

DY AN
RN N\
Yz AN
e AN
X
N
N
AN
N
AN AN
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828 PUNTOSSINGULARESEN LOS TRIANGULOS
8.2.8.1 ORTOCENTRO

Es el punto donde se cortan las tres alturas de un triangulo. Produzcamos los plegados:
I-A-A ; BC-BC
2-B-B ; AC-AC

Asi obtenemos el punto de interseccidén O, que sera el ortocentro si se cumple la hipétesis de
gue a plegar segun OC resulta OC perpendicular a AB.

Demostracion 1
Los 6 angulos en O suman 360°, y por parejas son iguales por opuestos por € vértice.
Ademés, Ang.B = Ang.ROC por tener sus lados perpendiculares (si se cumple la hipétesis);

otro tanto cabe decir delos Angs. A 'y C.

Porellosera 360=2A+2B+2C ; 180=A+B+C

gue es cierta por expresar € valor de lasumade los angulos del AABC.
Demostracién 2

Son semejanteslos AACR y ABCS (rectdngulos con el Ang. C comun)
ACBT y AABR (si se cumple lahipétesis)

" ABASyY ACAT " .

De€llo se deduciria:

AC_AR  CB_CT . BA_BS

BC BS ' AB AR CA CT

0 SuU equivalente:
ACxBS=BCxAR ; CBxAR=ABxCT ; BAxCT=BSxCA

Habra, pues, ortocentro si se cumplen estas tres Ultimas igualdades; y se cumplen porque cada
unade ellas equivale a doble del areadel AABC.

8.2.8.2 CIRCUNCENTRO
Es @ centro de la circunferencia que pasa por los tres vértices del tridngulo: coincide con lain-

terseccion de las mediatrices de sus lados.

Construyamos | os siguientes plegados:
A - B (seobtienelamediatriz c)

C - A (seobtienelamediatriz b)

B - C (seobtienelamediatriz a)
Si O eslainterseccion deay b, por simetria de plegado sera
OB=0OC ; OC=0A

de lo que se deduce que también:
OB =0A (€ pliegue c pasapor O)
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Es decir, O equidistade A, B, C, luego es € centro de la Unica circunferencia que pasa por los
tres vértices del tridngulo de partida.

A

° VAR
ABC

En caso de ser rectangulo el AABC, seve que € circuncentro coincide con € punto medio de la
hipotenusa, y gque las distancias de éste a los puntos medios de los catetos miden tanto como la
mitad de dichos catetos, respectivamente (teorema de Tales). En la Ultima figura se aprecia co-
mo el A rectdngulo en cuestion puede aplastarse.

8.2.8.3 BARICENTRO
Es el punto de interseccion de las tres medianas de un triangul o.

60

Por esarazén es su centro de gravedad: El c.d.g. esta sobre cada mediana, y al ser unico,
estar4 sobre la interseccion de las tres. Baste ver que una mediana divide a tridngulo en otros
dos de igual érea (bases iguales y misma altura) y por tanto, de igual peso (en griego, Bapog =
pesado; baritina = espato pesado).

Para halar O (fig. 1), obtener por plegado el punto medio de cada lado, y luego plegar
segun ese punto medio y su vértice opuesto correspondiente.

La fig. 2 sirve para demostrar una importante propiedad del baricentro: Uniendo los
puntos medios de |os lados se obtiene el AA'B"C” semejante al AABC (teorema de Tales). De-
mostrado que existe el baricentro del AABC grande, €l mismo sera el baricentro del AA'B'C’

pequefio. Por ser semejantes esos dos triangulos, ser& OC'= 1 OC lo cual demuestra que €l ba-

ricentro dista del punto medio de un lado lamitad que del vértice correspondiente.

Esta notable propiedad sirve para dividir un segmento AB en tres partes iguales. Aun-
gue esta cuestion tiene su lugar natural en el capitulo de Divisién en partes iguales, creo prefe-
rible insertarla agui para aprovechar sus antecedentes.

Sea el segmento AB de fig. 3; marcar un punto cualquiera C y obtener el baricentro del
AABC resultante. Por O trazar sendas paralelasa BC y AC, respectivamente: O es el punto me-
dio de DF y GE. En €fecto, los AABC y BDF son semejantes; si en € primero B es el punto
medio de AC, O lo sera de DF en & segundo. Andogamente se puede demostrar para GE. Por
otro lado, AABC y AGE, también son semejantes: D es homdlogo de C’, luego D es € punto
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medio de AE. Con andlogo razonamiento se ve que E es el punto medio de DB. De todo ello se
sigue que

AD:DE:EB:%AB

8.2.8.4 INCENTRO
Es el punto de interseccion de las tres bisectrices de un triangul o.

B

Obtener las bisectrices mediante plegados para conseguir € Incentro I.
Para todo punto D de una bisectriz BX se cumple gque las distancias DE y DF son iguales
(ADEB y ADBF, iguales: rectangulos con los angulos en B iguales y el lado comun BD).
Por tanto, las distancias de | alostreslados del tridngulo son iguales. | es, pues, € centro de
la circunferenciatangente a los tres lados del triangulo. Una de las propiedades geométricas
mas importantes de |a papiroflexia es que, construidas las bisectrices |A, IB e IC se pueden
obtener por plegado losradios 1A; 1B1 1C; que son perpendiculares alos respectivos lados.
TEOREMA DEL INCENTRO DE FUSHIMI: Todo triangulo plegado desde su Incentro
hasta sus vértices y segin un radio como €l 1B; de fig. 3, se convierte en una figura plana
aplastada.
Eslafigura aplastada resultante.
Es una ampliacion de 5 que justifica, junto con 7 €l hecho del aplastamiento. Los angulos 1,
2, 3, 4 estén tomados en € orden en que se producen, de manera que su suma valdra cero
dado que €l final de la cuenta de dichos angulos coincide con su inicio:
Angs.1-2+3-4=0
Angs.1+3=2+4
Desplegada lafig. 6, con los mismos angulos de antes, se tiene:
Angs. 1+ 2+ 3+4=360°
Angs. (1+3) + (2 +4) = 360°
Angs. 1+3=180° ; AnNgs 2+4=180°

8.2.85ARRUGO Y APLASTO PAPIROFLEXIA
Lo primero que cabe preguntarse es si esta cuestion tiene algo que ver con los puntos singulares
de los triangul os que venimos tratando. La respuesta es afirmativa: esti basada precisamente en
el teoremadel Incentro de Fushimi.

CONDICION DE APLASTAMIENTO DE UNA FIGURA PLANA MEDIANTE PLEGA-
DOS: Para producir aplastamiento en torno de un nodo, es condicién necesaria (pero no sufi-
ciente) que los angulos que tienen como vértice €l nodo y como lados las lineas de plegado en
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él concurrentes, sumen 180° tomados en orden alterno. La otra condicion es que al producirse el
arrugado o el aplastamiento, el papel no se interfiera consigo mismo.

El cuadrado de la izquierda (en blanco su anverso y oscuro su reverso) se arrugo al azar
con la mano; antes de su aplastamiento total se orientaron las arrugas para que adoptaran la
configuracién de plegados rectilineos; después se llegd al aplastamiento final (fig. a la dere-

O S

Las cuatro figuras que se muestran juntas son visiones espaciales (segun los cuatro
puntos cardinales) del cuerpo de papel arrugado, contenido en la mano antes del aplastamiento
(el dibujo no conserva la misma escala para todas ellas).

Resulta curioso observar aqui la coincidencia con la conviccién de Kasahara Kunihiko
en el sentido de que el azar, aliado con la imaginacion pueden impulsar la creatividad: véase si
no, la forma de aves que la arrugoflexia nos ha proporcionado sin proponérnoslo.

Recorramos el camino inverso: despleguemos la figura aplastada. Aparecera el cuadra-
do de partida con todas las lineas de plegado, en monte o en valle, y, naturalmente los nodos.
En ella se pueden medir los angulos concurrentes en cada nodo comprobando que son suple-
mentarios tomados en orden alterno tal como se demostrd para el teorema del Incentro o de
Fushimi.

Este teorema se probd para 4 angulos concurrentes, pero no existe tal limitacion: en el
cuadrado que nos ocupa ahora se ve que hay un nodo con seis. Lo que si ha de ocurrir, eviden-
temente, es que el numero sea par. De ser impar, alguna linea de plegado se desaprovechara al
final, cosa que ocurre a veces en bajorrelieves teselados de alguna complicacion.

La otra condicién, también necesaria, de que no hubiera interferencias internas con el
papel, se impuso a la hora de orientar los plegados en forma rectilinea; naturalmente, habia que
simplificar, ya que una arruga compleja siempre se puede resolver en pliegues de linea quebra-
da, pero se trataba de evitar complicaciones.

La ultima condicidn, que es mas bien una consecuencia de las anteriores es que la dife-
rencia entre la cantidad de pliegues en monte y en valle que parten de un nodo aplastable es
igual a £2 (teorema 4 de J. Justin). Ello se puede apreciar en cualquiera de los 6 nodos del cua-
drado de la figura (lado izquierdo).

A las 4 condiciones de aplastabilidad [(cantidad par de angulos concurrentes, angulos
alternos sumando 180°, impenetrabilidad del papel y +2 (montes — valles)], habria que afiadir
una quinta: la compatibilidad de las cuatro anteriores. Asi, pe, en la Fig. 1, al aplastar en torno




Matematicas y Papiroﬂexia

del nodo O, tendremos, entre otras, estas posibilidades de intervencién sobre las cuatro lineas
de plegado:

- T . aplasthle
- - noaplastble

- noaplasthle
- aplasthle

- — — — aplastble

LaFig. 1 es una ampliacion de dicho nodo O, € central del anterior cuadrado de laiz-
quierda, habiendo extendido sus lineas de plegado hasta los lados del referido cuadrado, €l c.
En lamisma Fig.1 observamos un punto A que hemos elegido paraver |o que le pasa con los

sucesivos plegados:. v lo transformaen A”; m transforma A" en A”"; v" transforma A~ en A"’
por fin, v’ restituye A" aA.

Es decir e producto de varias simetrias respecto de unos gjes (v, m, v', v"'" ) concurren-
tes en un punto O y formando entre si angulos que suman 360°, es un giro de 360° en torno a O
(en este caso para A).

De habernos fijado en la transformacion de A en A™" la conclusién habria sido ésta: El
producto de dos simetrias respecto de sendos gjes (v; m) es un giro de angulo doble del que
forman dichos gjes. En efecto: Ang. AOA™ = AOA” + AOA™ = 2Ang. vm.

En cuanto seinicia el plegado de ¢, O degja de ser coplanario con los cuatro puntos A,
pero sigue siendo €& centro de la esfera que los contiene. Esa esfera es siempre la misma de
centro O y radio OA, pero los 4 puntos A, siempre coplanarios, se sittian sobre ella en una dis-
posicion distinta seglin que ¢ se pliegue mas 0 menos.

En el plegado de aplastamiento final coinciden A, A", A"y A”"". En cualquier posicién
de plegado intermedio, las rectas AA'y A”A”"" se cortan determinando un plano que degjaen ¢
lastrazas ABA™" y A'B'A"".

8.2.8.6 INCENTRO E HIPERBOLA

Del teorema del incentro derivd Toshiyuki Meguro todo € desarrollo necesario para
crear bases de plegado que permitan construir figuras diversas. No vamos a llegar ahora hasta
e final de ese desarrollo (referirse a documentado articulo de Anibal VVoyer Introduccién a la
creacion publicado en el N° 68 de “PAJARITA”, boletin de la AEP). Si vamos a reiterar, en
cambio, algunos de sus fundamentos geomeétricos.
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X
Ca
A A Cz
a C1
a
C C C 5
C V
| |
0]
b b 2 Y
B B

En lafig. 1 cadalado del triangulo se ha dividido en dos partes seguin la proyeccion del
Incentro sobre dichos lados.
L as relaciones que se deducen son las siguientes:

AB=a+b
BC=b+c
CA=c+a Restando lasdos Ultimas igualdades:
BC-CA=b-a
asi que:
b+a=AB
} 1
b—a=BC-CA

Para obtener mediante plegado una determinada figura (tomemos el caso de un animal
cuadrupedo) resulta tarea previa e imprescindible conseguir una base adecuada. Existen ya mu-
chas “ predisefiadas’ pero a veces sera necesario construir una ad hoc en funcion de las exigen-
ciasdelafigura

Una base consiste, a fin de cuentas, en triangular adecuadamente con pliegues en monte
y envalle, € papel de partida, normalmente un cuadrado.

Las exigencias antes mencionadas suelen hacer referencia a las puntas de la figura, con
sus debidas proporciones. el rabo, las patas, € hocico, las orgjas, |0os cuernos, etc.

En esas condiciones o que se conoce no son los tres lados de un cierto triangulo, sino
solamente las magnitudes a, b (fig. 1) en que debe descomponerse uno de sus lados, €l AB; ay
b deben guardar la proporcion de longitudes de dos puntas, tal como se indico antes.

Asi pues, del AABC se conoce s0lo a, by lasrelaciones del sistema (1), es decir, € lado
AB, y que € vértice C est4 situado en una hipérbola de focos A y B puesto que la diferencia de
distanciasdesde C aB y A es constante eigual a dato conocido b —a(fig. 2).

Por supuesto la rama de la hipérbola en cuestion pasaré por € punto V (vértice de la
rama) yaque VB - VA = b —a. El centro de lahipérbola es O, punto medio de AB.

Paradibujar la hipérbolaen el plano OXY habremos de partir de su ecuacion
2

x__y_2:1 )

a> b’
tal que (a# a; b £ b): a=VvVO ; b=VvVD ; ¢c=A0=0D
asi se cumplira que c’=a’+b?

Y ano quedamas que asignar valores ax en (2) para obtener los y correspondientes
y - 1 b2x2 _ a2b2
a
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De esta forma se han obtenido, aparte del C, y naturalmente el V, los otros puntos de la
hi pérbola C G C3.

El disefio de la base de plegado consiste en encontrar € vértice C mediante la intersec-
cion de larama de hipérbola mostrada en la fig. 2 con otra rama de hipérbola que se habra ob-
tenido de maneraandogay a partir de otras condiciones semejantes.

Solo fata afadir que VD, perpendicular a AB en V es el lugar geométrico de los incen-
tros de los distintos tridngul os con vértice C; sobre la hipérbola, cosa que se advierte en e caso
particular de lafig. 1 pero que es obvio para cualquier otro triangulo ya que AB esinamovible.

8.2.8.7 CUADRILATERO APLASTABLE

En e punto 8.2.8.4 vimos como aplastar un triangulo mediante la obtencién de su in-
centro. La asociacion de incentro e hipérbola (punto 8.2.8.6) nos va a permitir aplastar un cua
drilatero con esta condicion:

dos de sus veértices opuestos han de estar en la misma rama de una hipérbola cu-
yos focos sean |os otros dos vértices del cuadrilétero.

Sean estos focos los vértices B y C (Fig. 1), O € centro de la hipérbolay OV = 2a

(siendo a € pardmetro de esa hipérbola).

Para hallar los otros dos vértices A, A" del cuadrilétero, tracemos las circunferencias de
radios CV, BV y centros respectivos C y B, y a continuacion, dos circul os arbitrarios tangentes
exteriores simultaneamente a los dos Ultimos: sus centros A y A" estarén sobre la hipérbola y
serén por tanto los vértices buscados del cuadrilatero.

Efectivamente, para cualquierade ellos (el A pe.) se cumple:
AB-AC=VB-VC=2VvO yaque OV =BV-0OB=BV - (BV ;VC) _Bv 2VC

EnlaFig. 2, a cuadrildtero ABAC recién obtenido se le han trazado las 4 bisectrices de
sus angulos que seran concurrentes en |, incentro del cuadrilétero.

Ocurre que A y A" no sdlo son puntos de la hipérbola, sino que son los puntos de tan-
gencia en ella de las rectas Al y A" | ya que son bisectrices de los radios vectores AB, AC;
A'C, A" B. Por otro lado, en € punto 13.3.4 (teorema de Poncelet) se demuestra que IC es la
bisectriz del Ang. A"CA.
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Asi pues, las lineas de plegado para el aplastamiento seran las mostradas en la Fig. 3.
Obsérvese en ella que los cuatro angulos marcados suman 180° ya que €l doble de su sumavale

I A
%\
C
vista por X

I
360°. LaFig. 4 muestrael cuadrilétero aplastado con unavistainterior de sus plegamientos.

Clertudio
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8.3

831

8.3.2

8.3.3

VARIOS
FIGURASHOMOTOMICAS

DinA Pseudo Din A Arectdngulos isosceles

2 " B S 1 - vz~ T

Son las planas que divididas sucesivamente en 2 partes iguales generan cada vez sendas figuras

semejantes ala dada. La razén de semejanza es J2 y por tanto la razon de areas es 2. Natural -
mente, esas divisiones se pueden hacer con herramientas convencionales de dibujo, pero tam-
bién por plegado.

AREA DEL TRIANGULO

n i Ve

B H C D E D H E

Dos areas DEFG equivaen alade ABC, luego:

area ABC = 2x DEFG = 2DE x EF :ZX%BCX%AH :%BCXAH

TEOREMA DE PITAGORAS
1 Triangulo rectangulo isdscel es.

Ladisposicion Tangran se vié en la solucion 1 del Punto 8.1.2. Pues bien, con dos juegos tan-
grén, uno para la hipotenusa y el otro a repartir entre los dos catetos, se evidencia que €l cua-
drado construido sobre la hipotenusa tiene la misma &rea que la suma de los cuadrados cons-
truidos sobre los dos catetos. Es evidente que esta solucion sdlo es aplicable a triangulo rec-
tangulo isoscel es.
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2 Triangulo rectangulo escaleno

68

La demostracion tangréanica de Fig.1 vale si b = §C (a= gc). En ella se ve que la tira central

del cuadrado en a tiene igual area que el cuadrado en c.

! ¢ a Ie
\b I I U 5 b a

En un Arectdngulo cualquiera (Fig. 2) el ancho h de las tiras, para que sean iguales las areas
del cuadrado en c y la tira del cuadrado en a, se obtiene asi (CD = b):

, _.av2+by2h | 2xc?
cc=2——— ; h=
2 2 a+hb
Asimismo el valor de h en la propiatiraenaes:
h=+2(a-b)

Igualando los dos valores de h se tiene lo esperado: ¢ =a® —b?
Tangranear las areas sombreadas del cuadrado en ¢ para encajarlas en el otro sombreado es teo-
ricamente posible pero dificil en la préactica.
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3 Triangulo rectangulo cualquiera ABC

K \A\/\ b C
e X a
] / Tl (B
: _
f !
/ /
/ /
_F /
<7 7/
277

Partiendo del Dabc, construyamos el cuadrado exterior de lado CK = a+b. Pleguemos
este cuadrado exterior para conseguir € interior ABIF. Si se cumple el teorema de Pitégoras
parael DABC ocurrird que el &rea del cuadrado ABIF valdra tanto como la suma de los AKJE
y EBLM.

El cuadrado de lado c esta constituido por 4 triangulos iguales al ABC de partida mas el
cuadrado central deladob +a—-2a=b-a

El cuadrado de lado b esté constituido, a su vez, por dicho cuadrado central, 2 DABC y
un rectdngulo delados a, b —a

Asi pues, queda como diferencia entre los cuadrados de lados c y b:

4DABC - 2DABC -a(b-4a)
Z%b- alb- a)=ab- ab+a® =a?
es decir, como diferencia entre el cuadrado construido sobre la hipotenusay el construido sobre
el cateto mayor, queda €l cuadrado de lado igual a cateto menor, que también es una forma de
expresar €l teorema de Pitagoras.

I nterludio
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8.3.4 MODULOSPITAGORICOS

70

Las demostraciones que en el Punto 8.3.3 se hicieron del teorema de Pitdgoras son més adecua-
das para €l uso de tijeras que del plegado. Vamos a ver ahora la demostracion que Toshie Ta
kahama hace empleando un médulo romboidal. A su vez ese médulo se combina con otros
idénticos para formar las superficies parciales que se integraran por fin en los tres cuadrados
asociados a triangulo rectangulo.

En este caso, por tanto, solo se utiliza el plegado. La demostracion es de absoluto rigor geomé-
trico y tiene un gran valor pedagdgico, pues como se requiere la construccion de 36 romboides-
maodulo, permite un trabajo en grupo muy interesante.

Conviene hacer estas observaciones:
* Lademostracion es vélida solo s € tridngulo rectangulo tiene sus catetos en la proporcion

1
1. —
22
» Las piezas que se componen con € modulo tienen una configuracion aplastada consistente

gue les confiere un cierto volumen plano. Por ello, a final, se pierde el rigor geométrico ini-
cial, pero ello no menoscaba su interés, incluso geométrico, ni por supuesto pedagdgico.

Enlasfigs.ly 2 se muestrael proceso de plegado para conseguir € médulo romboidal. A partir
de ahi sigue la construccion de las cinco piezas A,B,C,D,E.

\\\ /// \\\ 1
N . N

Pieza A (dos modul os)
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Pieza B (dos modul os)

B ogepe

Pieza C (cuatro modul os)

4A A@é 5 &

ﬁk A‘Eﬁ' A‘k

AN

Pieza D (cinco modul os)

SN S 2
= Y o
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Pieza E (cinco modulos)

5C 6 7 8
a4 < N AN

N

10 9

12 11 4

Las cinco piezas obtenidas son , por consiguiente:

El cuadrado A6; el triangulo rectangulo isbsceles B7; el C10; D13y E12.
En lasiguiente fig. también aparecen esas piezas justificando el teorema de Pitégoras.

En ela se ve que € érea de
cuadrado construido sobre la hipotenusa L
tiene un area igua a la suma de las
areas de los cuadrados construidos so- K 0
bre los catetos. B

Nétese que e cuadrado del ca- ) :
teto mayor (de lado 1) esigua a de la A
Fig.1 inicial. Ahora se muestran super-

puestas en @ e romboide del modulo E P
bésicoy las cuatro figuras B,C,D,E.

Estasy laA se muestran a conti- C
nuaci dn con sus cotas.

Algebraicamente se ve también que:
P2=%2+1P? ; (W+WP)P*=Jl +IP

I T O = P = I A SO
EQ\/§+\/§D +z2\/im - TgT
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Observaciones:

Notese que la pieza C10 no es € triangulo ABC de de Fig. 1. En ésta, BC # AD (siendo
AD=1). Ladiferencia es muy pequefia, pero existe:

CB=%/§=1.06¢1

Por eso, en e cuadrado construido sobre € cateto mayor, el angulo recto de C10 no coincide
con ningun vértice vértice del cuadrado y en cambio ello si ocurre en € cuadrado construido
sobre la hipotenusa.
También se puede observar que todas las lineas de particion para obtener las piezas, se con-
siguen dividiendo los lados de los cuadrados:
O endos partes para el caso del cateto mayor.
O entres partes parala hipotenusa.
Lo que se ha planteado como teorema de Pitagoras, se puede plantear asimismo como un
juego con estas tres variantes:
O Formar dos cuadrados distintos con las cinco piezas basicas. La solucién son los dos
cuadrados construidos sobre ambos catetos.
O Formar un solo cuadrado con las mismas cinco piezas. El cuadrado de |a hipotenusa
es lasolucion.
O Con dos juegos de dichas cinco piezas (diez en total), construir un Unico cuadrado.
Lasiguiente Fig. 3 esla solucion. En ella se puede ver un total de 4 cuadrados.

3 g
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8.3.5 CUADRADOS MODULARES (JEAN JOHNSON)

74

A partir de un cuadrado que se pliega segun las figs. 1 a 6 se obtiene el cuadrilatero
irregular con dos angulos rectos, segun la ultima fig. 6.

Obtener asi cuatro ejemplares y pedir hacer cuadrados utilizando, sucesivamente, las 4 piezas
de fig. 6 para cada uno de ellos.

Si no se pone ninguna restriccion al proceso, los cuadrados se podran obtener: adya-
ciendo las 4 piezas, superponiéndolas, embolsando unas en otras, dando la vuelta a alguna de
ellas, etc. Los procesos més directos conducen a tres cuadrados: uno segun fig. 7 y dos (exterior
e interior) segun fig. 8.

'
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9 DIVISION EN PARTES IGUALES
9.1 LOS360°DEL PLANO EN PARTES PARES

Partiendo de un trozo irregular de papel, plegarlo para dividir los 360° del pano en 2" partes
iguales:

n=1, angulo llano

n = 2, angulo recto (rectas perpendiculares)

n = 3, angulos de 45°

n =4, 16 angulosiguales de 22° 30°

| 7
1 2 | 3 /4
RN

1350 5
1120 30' %
90° 67030 450

157030

180°

202° 30

247°30°

270°
292° 30

9.2 UN CUADRADO EN DOS PARTES DE IGUAL AREA

Cuaquier recta AB por su centro O cumple la condi-
E F cion.

A AB determina dos trapecios rectangulos con todos

m sus angulos iguales (ang A = ang B por alternos in-
B

ternos), dos lados respectivamente iguales (CD = EF)
C D y € lado AB comun, luego sus &reas seran iguales.

9.3 UNANGULO RECTO DE UN CUADRADO EN TRES PARTES IGUALES

El &hgulo A quedadividido en tres partes igual es porque:
AABC es equilétero (B estaen lamediatrizde ACy AB = AC)
luegoang BAC=60° ; angDAB =30°
ang BAE = ang EAC (simetria) = 30°
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94  UN CUADRADO EN TRES PARTES IGUALES (cinco soluciones exactas)

Solucién 1

Solucién 2

Sea un cuadrado de lado unidad.
Los AABD y PCD son semejantes.
Como AB:%BD, serd PC =CB :%CD

Como BC+CD:1,$BC:% yCD:%

Solucion 3

Cuadrado de lado unidad.
AABC y ADEC, semejantes.

AB:§BC
4

76

Dividir e ang A en tres partes iguales segin
el Punto 9.3.

Llevar A sobre E; E se obtuvo en 1; la linea
de plegado FG es el gje de simetria.

AAFG = AEFG por simetria.

Al ser ang FAG = 30°, los tres angulos en G
(HGF, FGE, EGC) vaen 60°.

AEGC es“medio triangulo equilatero”, luego

GC:EEG:EAG
2 2
AC - AC.G - G
G - A: AH :HG:GC:%AC

\ /113

5
< 2/3
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9.5

1 3 | |
AN
ec=2 | pe=l .
3 3 N4
— rﬁ\/ég
v~
B ys B 2/3 ¢
Solucion 4
\ Determinar, por plegado, los centros O (del cuadra-
N do total) y P (del cuadrado OBCD).
o | Lostriangulos FEC y FPG son semejantes.
B
>< T Como FG = §FC, sera
‘P/ E 4
//% 1/3 PG=GC:1:§EC,Iuego: EC:E
—— V| 4 4 3
pb G C
Soucion 5
e N

Partimos de un cuadrado de lado unidad.
Triangulos CFD y DGH, iguales. |
Triangulos ADE y DGH, semejantes. f

Como AE :%ED,seré GH :%DG ==x

1_1
4 12 A — — +——FH—1
Fl D

Basta pues, plegar €l cuadrado horizontalmente por C 'y
luego plegar su lado superior igualmente sobre C. | |

Wl

XTI ®

UN CUADRADO EN TRES PARTES IGUALES (dos soluciones aproximadas)
Solucion 1

Lado BC del cuadrado =1
AABC, equildtero ; angDCE=30° ; angDBC=45° ; angBDC=105°

DB _ BC . pg="0 _ 517638

sen30 sen105 sen105
BE = DBcos45 = 0.3660254 # 0.333...

El proceso préctico de plegado serd, pues, € siguiente:
» Obtener & punto D.
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78

£ 1 T
i 1A
N
| 7
3 |/
~ /‘ D
P
/ T\
v ~
‘ .
B E C

Con é como referencia de aproximacion, hacer |os respectivos plegados en monte y valle
(sin aplastar ninguno de €llos), con € fin de llegar a obtener la figura en acordedn (sobre la
gue si se aplastaran los plegados anteriores).

Desplegar y ver el cuadrado dividido en tres partesiguales.

—

u{i\ .

Solucion 2
AN = / X
P 2 3
AN /
N/ <>
AN X
/ AN
h D
/ AN AN N
Q
N
N 5 3 6 3
. N | =
N
N
D
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H K A
G
| AB=1 : AC=+2 CD:Q
] 16
EF =AF -AE 2 ~ED _2 ~(EF +FD):£—
E 2 2 2
F ~(EF +FC —CD):E— |:+£_£
2 2 16
D
EF :Q—EF . EF =£
C B 16 32
HI =EF ; GH :ﬁm:@:i
32 16
EnAHAJ angH=45° ; angA= % =225 ; angJ=180-45-225=1125°
N
16 _ . HJ=0.3883252
senll25 sen225
GK =GH +HK :% + HJ cos45 = 0.3370873
resultado no exacto: % =0.33333.....
9.6 UN CUADRADO EN TRES PARTES IGUALES (teorema de Haga)
= } B = F B H
D D N
—
7 E El 1 N ]
— - IC
C
A G A
Partiendo de un cuadrado de lado unidad, €l resultado es: EG = % ; EF = %
Justificacion:
FH =1 ; angABH =Arctg2 ; angDBA=angBAD = Arctg%
angHBD = Arctg2 - Arctg% ; angFEB = angHBD (lados perpendicul ares)
enAFEB: tgFEB= 1 ; FE= ! :2 ; EG :1—22l
2x FE 3 3

10 3
2thArcth— Arctg—H
0 20
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9.7

9.8

80

C

UN CUADRADO EN TRES PARTES IGUALES (Corolario P)

c F E c F E F

—
R//
- |
b D W

Sl

Es una aplicacién de labiunivocidad a/ x que se expresaba en e Punto 5.
Lo primero que hay que hacer es plegar de manera que:

el lado BD caiga sobre A, punto medio de BC.
ademas, y simultaneamente, D vaya a parar sobre el lado superior del cuadrado.

Si el cuadrado tiene por lado launidad, el resultado es que FE = % Justificacion:

- Losdos angulos a son iguales por tener sus lados perpendiculares.

. EnAACE tga=—-— : enaFED: tg%=FE
2CF 2
a
29, 1 e 1 OFE
- tga = ; = T =
1-tg? Z 2CF 1-FE 2l-FE) (1-FE)@L+FE)

1

- 1+FE=4FE  FE=

TRISECCION DEL CUADRADO POR TRISECCION DE SUS DIAGONALES

A E A G E I J G
]
\ \X
\ P\ D
7\
c\V /{> c
/
AR \
F H F ‘ ‘
B B

La solucion es aplicable también a un rectangulo.
- Obtener A y B, puntos medios de sus respectivos lados.
- Cy D trisectan ladiagonal en partesiguales:

Los tridngulos EFB y AGH son iguales (catetos iguales y paralelos). Luego EB y
AH son paralelas.

En el haz FG-FH, FB = BH. Luego FC = CD (teoremade Tales).

En el haz GE-GF, GA = AE. Luego CD = DG (Tales)

Esdecir: FC=CD =DG :% FG

Obtenidos C y D, los plegados del dltimo cuadrado determinan EI = 1J = JG (teore-
ma de Tales aplicado a haz GE-GF)
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9.9

TRISECCION DE UN ANGULO CUALQUIERA ABC

A A A

G{ G\KH
% ) \ ﬂ\
E

- /

B ¢ B C B D c
A C e
El proceso sera el siguiente:
1- Obtener dos rectas paralelas a un lado (el BC por gjemplo)
E con la condicién de equidistancia que se indica en lafigura. Asi
H se obtienen lospuntos G e I.
G 2- Conseguirgl ejedgpleggdo ED tal que B selleve a F sobre
laparaeainferior y, smultaneamente, G sobre €l lado AB del
|5 e = angulo, en H. Como consecuencia de la simetria ED, | caerd
) sobre el nuevo punto J.
8 5 ¢ 3 AngABC quedatrisectado por BJy BF. Justificacion:
ABKL = AKLF (simetria) ; BL =LF (sSmetria)

ABLD = AKLF (angulosy un lado, iguales)
luego ABKL =ABLD, osea: ang JBF =ang FBC
Ademas. como Gl =I1B , HJI=JF (smetria)
Lamisma simetria seglin ED hace que sean rectos los angulos sefidladosen | y J.
Luego AHBJ = AFBJ, esdecir:  ang ABJ=ang JBF

asique. angABJ=angJBF=ang FBC = % ang ABC

Se ha dividido en tres partes iguales el dangulo ABC asentado en e cuadrado correspon-
diente. Naturalmente, cualquier &ngulo de un dibujo puede asociarse a un cuadrado como €l de
partida del presente proceso.

Comoquiera gque este proceso se basa en la obtencion mediante un solo plegado de dos
coincidencias diferentes (tal ocurria también en la resolucién de la ecuacion de tercer grado,
Puntos 7.11; 7.14; 7.14.5), es oportuno decir lo siguiente:

Esa coincidencia simultanea no se puede lograr a priori ni por medios geométricos con-
vencionales de regla, escuadra y compas, ni siquiera con disefio asistido por ordenador. Este
ultimo puede ayudar a efectuar tanteos, pero nada mas. El plegado, en cambio, es la Unica
solucion queintegra € tanteo, laintuicion y la precision.
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9.10 TRISECCION DE UN ANGULO (H. HUZITA)
Sea AlB = 3a € angulo que vamos a trisectar.

82

da T

3a -+

2a +

2tga
1-tg° a

P
tg3a = tg(2a +a):3tlg:'3#

Haciendo tga =t , tendremos:
3

Recordando que tg2a = , Sera

1

thar:3t

de tercer grado:

> que dalugar alasiguiente ecuacion completa

D t° -3tg3a xt* -3t +tg3a =0 (1)
Haciendo a=tg3a, (1) tomalaforma
ba|C o t*-3at’ -3t+a=0 2

En el punto 7.14.5 seresolvi6 la ecuacion

t*+t>-2t-1=0 (3

Semejanzas y desemejanzas entre (2) y (3):

Ambas son ecuacioes completas de tercer grado.

Con discriminantes negativos (descértense en el caso (2) los valores de 3a = ng,
siendo n un nUmero natural; estas excepciones se veran luego).

Todos los coeficientes de (3) se pueden expresar en la misma unidad.

La (2), en cambio, requiere dos tipos distintos de unidades para expresar sus coefi-
cientes: la unidad propiamente dicha, como en la (3), paralos monomios de tercero y primer
grado, y launidad a parael monomio de segundo grado y €l término independiente.

Afortunadamente, en la (2), se alternan los coeficientes que usan como unidades 1y
a asi, todos los vectores horizontales se mediran con un tipo de unidad y todos los vertica-
les con €l otro.

Antes de seguir adelante vamos aresolver (2) para 3o igual a 90° y 180° respectivamente.

Es evidente que estas dos soluciones particul ares resultan directas: 3 =30

Al ser a=1tg 90° = o, s dividimos (2) por a, queda:

-3*+1=0 ; t:ﬁ ; a:Arctg\/i:SO0
3 3

Comoa=1tg 180° =0, (2) sereduce a
t2-3t=0 ; t?-3=0 : t=+3 ; a=Arctg/3=60°

3

En €l punto 8.2.2.2 ya se resolviod la obtencion por plegado de los angulos de 30° y 60°.

Prosigamos con fig. 1. Si en ellatomamos IC = 1, sera:
DC=tg3a=a
Por consiguiente (fig. 2) podremos dibujar e plano coordenado de origen | (punto ini-

cial) con abscisas medidas en unidades convencionales y ordenadas medidas en unidades a.

Fijandonos en Fig.2 tendremos que:
El primer vector sera[l — (1,0)] (que dalugar a ge2,Y)
El segundo vector sera[(1,0) - (1,38)]
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El tercero [(1,38) — (4,3d)]
Y € cuarto vector: [(4,38) - (4,48)] (Que dalugar a ge 2a,X)

pl F Y a solo queda plegar simultaneamente el punto Inicial |
sobre OY y el Final F sobre OX.
Existen tres soluciones de t: de ellas solo una es acepta-
3 ble (de las otras dos, una conduce a un angulo negativo y otra a
un angulo mayor que el de partida).
B Lafig. 3 muestrala solucién fina que se puede comple-
2a o X tar con un plisado del angulo a dentro del 3a.
a D
| 3a |C A

F
X
a\D
\7 o
LA
'10\2345
\
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9.11 UN CUADRADO EN CINCO PARTES IGUALES

|
\ |
\ | N
Qi\ F’ P
\ 1 -2 o
B
4/ g - _A >~ ] |
5 V 6
P |c 7 c
yal 1
N\ |] |
A B Y-
Partiendo de un cuadrado de lado unidad, se tiene:
X =PBsena = ABsena = %sena
a =180 -2 =180 - 2arctg2
X = %sen(Zarctg 2)=04 ; y= %x =0.2= % (solucion, como se ve, exacta)

9.12 OTRA FORMA INEXACTA DE DIVISION

e Supongamos que hemos obtenido el punto C (distante x de D) por el procedimiento 9.11.
» Pleguemos H sobre C paraobtener Gy F.

¢ Como segin € Punto 9.11 es x:CD:O.4:§:%, recordando € corolario P, ser4
2
AF:%:;:E
—+1 _ 7
2 2
* Al ser semegjantes AAFC y ADGC, setiene:
4 2
AFE_CD 7 .5 . gpo2X7x3_21
AC GD ' , 2 GD 5x4x5 50
5
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* Pues bien, existen publicaciones donde se dice que GD :g sin aclarar s ello es exacto 0

aproximado.
» Acabamos de ver que si bien la aproximacion es grande, la exactitud no existe: GD vale
realmente 21 gue es distinto de 3 = 2
50 7 49
A {,LA
\ \
\ \

2

ko

i S——
b —

| E— T
c T
———2° |l
V== |IIIIAT2
— i
o T
I AT
A N
cA AT
o/ e o AL e

Un adelanto de esta aplicacion ya se vio en la solucion 3 del punto 9.4. Sidney French,
en lamonografia GEOMETRICAL DIVISION de la BOS también desarrolla esta cuestion que
ahora pasamos a generalizar.

Es sabido que la division en n partes por plegado resulta inmediata para n igua a las
potenciasde 2: 4, 8, 16, 32 ...

Para los otros valores de n par, 12 pe., la operacion no es inmediata ya que cada cuarto
hay que dividirlo en 3 partes, y cuando n es impar, han de buscarse soluciones especificas. En
este caso concreto cabria recurrir a decir que antes de dividir en 12 partes, ya se aprendio a di-
vidir en 3: ello seria cierto pero de alguna complicacién. Por eso vamos a ver a continuacion un
recurso general.

Supongamos gque queremos dividir verticamente el rectangulo ABCD en n = 12 partes.
Busgquemos la potencia de 2 mas proximay mayor que n. Resultara 16. Dividiremos €l rectan-
gulo en 16 partes horizontales (fg. 1) produciendo solamente los plegados imprescindibles.
Contaremos 12 partes a partir de C para encontrar E.

Segun el teorema de Tales laigualdad de |os segmentos en CE es transferida a igualdad
de segmentos en DE.
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Yasolo faltaplegar € rectangulo (fig. 2) segin perpendiculares a DC por los puntos de
DE marcados con un redondelito. Como se ve, el procedimiento es valido para cualquier valor-

den.

9.14 UN CUADRADO EN 7 PARTES IGUALES (dos soluciones aproximadas)

Solucién 1
B A B
| |
| o
\ T
| f
= - c c
A B B ParaBC = 1, en AABC:
T LT AB = tg30 = 0.5773502
EEENE AB _ 01443375
“T 13 | 4
H‘P | 3 como % = 01428571
|| | | 60° se ve que € resultado es muy aproximado
c | C pero inexacto.

Ademas, las 7 particiones no son iguales: hay tres blogues de valores. En orden cre-
ciente resulta el menor €l tercero de laizquierda seguido de los dos primeros alaizquerday los

cuatro de la derecha.

tertudso
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Solucién 2
- - e
1 2 3 4 -
S 6%( T8
o O e%

| [

Partiendo como siempre de la unidad como lado del cuadrado, vamos a ver la precision que nos
da el resultado obtenido: supuestamente H_2C debe ser igua a %

Comparando la Ultima figura de esta Solucion 2 con laFig 2 del Punto 4 (demostracion del teo-
remade Haga), tenemos:

DE=x ; EB=z ; FG=Gl=f
En esta Solucion 2 hemos hecho DE = x = 0.5, y en la referida demostracion del teorema de
Haga encontramos que para este valor de x, es:

z=0375=EB ; f=0.125=FG=GlI
A partir de estos datos podemos estudiar el AABC.
ang ABC =arctg € = 1 =arctg !
EC-EB-GI 1-z-f 1-0.375-0.125

ang ABC = arctg 2 = 63.434949°
b
ang BAC = 180—-ang ABC - . + 0 - = 49.065051°

1-z _ AC sen 63.434949

= . AC= (1-0.375)=—-""""" = 0.7399749
snBAC _ sen63.434949 sen 49065051
CH = AC COSEASX g Q: 02831761 % = 0.141588

Obsérvese la diferencia de este Ultimo vaor con 1 =0.1428571
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9.15 UN CUADRADO EN NUEVE PARTES IGUALES (dos soluciones)

88

Solucion aproximada

A = = [ A = = ¢ A = = [
30

/ G ! El 35 F

—£ \x 60
45

o

H
B D B D B D

Se basa en la suposicion de que CB queda dividido en los tres segmentos CE, EG y GB que
guardan, respectivamente, las proporciones 4,2,3 cuya suma seria 9, evidentemente. Es decir, se
tendria

CE EG GB _CB

Detodo €llo, lo tnico cierto esque GB = %CG :

Los AACG y GBD son semegjantes, y sus lados homélogos son, en el pequefio, la mitad que en
el grande (BD = %AC ). Por consiguiente también serd GB = %GC .

Ello quiere decir que obteniendo la mitad de CG (cosa siempre posible por plegado), CB que-
dariadividido en tres partesiguales a GB.

Asi pues, de las cuatro razones igualadas mas arriba, 10 Unico exacto es la Ultima proporcion,
que, paralado unidad en el cuadrado, queda:

BB 0.124226
3 9

Luego veremos también como

CTE =0.1252249 y E—ZG = 0.122228

lo que pone en evidencia lainexactitud.
Justificacion:

o =arctang 2=63.434949%° ; o +30=93434949° ; o+ 45=108.43495°
CH = AC tang 30 = tang 30 = 0.5773502

En el ACEH:
CE __ CH . cE=cH—3"%__ _ 5008908
sn60 sen(a +30) sen(a +30)
En el AGBD:
GB _ BD . GB=Lx_ BN _ 370678
sen45  sen(180-a - 45) 2 sen(a +45)

Por otro lado,

CB = 1/1+:11 = % =1.118034

EG = CB — CE - GB = 0.2444561
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las supuestas igual dades CTE _EG_GB_ % resultan tener los valores:
0.1252249 # 0.122228 # 0.124226 = 0.124226
Naturalmente, plegar el cuadrado horizontalmente segin los puntos de BC (E, G y aso-
ciados) es tanto como plegar con las mismas proporciones segun los lados verticales del cua-
drado (teorema de Tales; puntos F,| y asociados).
No vamos a mostrar €l desarrollo del plegado que es idéntico a de la solucion exacta.
La solucion aproximaday |a exacta solo se diferencian en lalocalizacion del punto E.

Solucion exacta

Mantiene el punto G de la solucion anterior que era correcto y obtiene un nuevo punto E
gue sera correcto si aplicamos la misma sistematica que nos dio G. En este caso la diagona BC
se sustituye por lavertical HI.

A = = c A H ¢ H
\ 1
\ JaE f % 2 (13 4 5
%, /o
AN m x\/E & E Ca E dE
N/ ~ T T \T
b G D G D G
AN 1 1 il
B D B D
vistas de perfil
. E E E E E G
g, o 1, (o
: 12
11
6 7 8

9.16 DIVISION EN n PARTES MEDIANTE EL COROLARIOP.

La sistemética es completamente general, pero para su megjor comprension vamos a re-
ferirla a un caso concreto. Tratemos, por jemplo, de dividir un segmento en 37 partes. La ope-
racion aparenta ser un tanto complicada por tratarse de un nimero ato y primo, pero en reali-
dad es sencillasi se sigue la sistematica que se explica a continuacion.

Lo primero que ha de hacerse es construir un cuadrado sobre ese segmento como lado.
Supongamos €l problema resuelto y recordemos la relacion biunivoca a/ x del corolario P (ver
Punto 5). Asi, para x = 1 ,esa= 2 (verfigs. 1y 2).

n n+1
En esas condiciones se ha generado el cuadrado n° 1 delafig.3, delado AB.

1. Endicho cuadrado n® 1 se da por supuestala solucion: € punto que dista x = 3—17 AB, deB.
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2. A continuacion se pliega el cuadrado como en las figs 1y 2 (estas operaciones de plegado

2 _ 1

no se muestran en lafig 3) paraobtener a= — = —

38 19

3. Secopia€l cuadrado 1 alaposicion 2 y se gira90° en el sentido de las agujas del reloj. En

este cuadrado 2 ya girado aparece x = % Observar que en cada cuadrado se retienen las

divisiones obtenidas antes (en este caso 3—17 ).

A 7, B 1,
2 L1 L 1F L L
38 | 19 }19 . 37 R
24 1 o 2T = : —
20 | 10 1 f %,, 155 <
1 u T 000
% T 90°0 %ﬁ §< 90°
m 900 4 M
2 Y 5
6
3 N
1 1 - 10 1
37” Tﬁ +
1 1 1 I
37 - 19 0 H =
I 3 H
. 2 1
4, Sepliega el cuadrado 2 paraobtener a = — = —
20 10
S. Se copiay gira2 alaposicion 3 en la que aparece x:%
6 Se pliega 3 para obtener a—g' plegando a su mitad 2 seobtienei
' 11° 11° 11
7. Copiar y girar 3 para producir 4 en el que aparece x = 1_11
8 Plegar 4 para obtener a—g—1
' 12 6
0. Copiar y girar 4 para obtener 5 en el que se muestra x = %
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10.

11.

12.

13.

Plegar 5 para obtener a = ; que, asu vez, por plegado, dalugar a %

OO‘I\)

Copiar y girar 5 para obtener 6 que muestra x = %

Este cuadrado 6 aparece aislado en lafig 4 que muestraasimismo X = % ; plegando,

s;eobtienea:g:l
8 4

Por fin, plegando sobre % , Se abtiene % , enmarcado en una elipse.

Hasta aqui hemos seguido € camino inverso: partiendo de 3—17 hemos llegado a % . El camino

directo sera el inverso del inverso, partiendo de % :

1
2

Obtener % %:g en el lado izquierdo de 6.

Plegar 6 de manera que su vértice inferior derecho caiga sobre el lado superior ala vez que
el lado inferior cae sobre a = 2 . Asi obtendremos x = 1 .

Copiar 6 en 5 girando 90° en sentido contrario a de las agujas del relgj.

En 5, plegar % paraobtener a = % sobre el lado izquierdo.

Plegar el cuadrado 5 de forma que su vértice inferior derecho caiga sobre el lado superior a
lavez que el lado inferior cae sobre a = % . Asi seobtiene x = %

Copiar 5 en 4 girandolo 90° en sentido contrario a de las agujas del reloj.
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92

7. En4aparece a = é = % . Endicho cuadrado 4 plegar su vértice inferior derecho para que

caiga sobre €l lado superior, al tiempo que su lado inferior cae sobre % . Asi se obtiene

-1
11
8. Veamos el resumen de |os diversos val ores obtenidos hasta aqui parax:
Cuadradon® x
6 L
7
5 1
6
4 L
11
9. Siguiendo andoga sistematica se obtendra
Cuadrado n® X
3 L
10
, 1
19
1 L
37

10. Todo € proceso, representado en valores a/ x se puede expresar como indica la siguiente
tabla:

X
NOTA .- Cabria preguntarse: ¢Si al final del camino inverso se

2 1
s 2 llega siempre a % cual es la diferencia, de unos procesos a

otros para llegar, en el camino directo, desde ese % alasdis

tintas fracciones planteadas como solucion?

La respuesta se encuentra en las diferentes combinacio-
nes posibles de los plegados simples para obtener una fraccion
doble o mitad de una ya hallada.

Por gemplo, comparese el camino directo mostrado

NN T NP AR e NR®

LR

antes para llegar a 3—1700n el necesario para obtener 2—17 tal

H
\\J
H
H

COmMoO Sse muestra a continuacion ala derecha

Bin ™ Blr ol
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=

1 _ 2 1
e ——

10 20 19 a X

1
/ !
172 1 i
19 38 37 1
4
!

Con esto se ha puesto de manifiesto la ne- 12 1

cesidad de hacer primero e camino inverso que 8 16 15

16 15
nos dala configuracion de los pasos intermedios. /

Naturalmente, el camino inverso no hay

1 2 1
que hacerlo con precision (ni siquiera hay que 5”15 = 1
plegar): basta con hacer latablaa/ x tal como se /
acaba de mostrar. Cuando si hay que plegar es en 1 =3 1
el camino directo (el inverso del inverso). o = -8 —_ ~

lertudso
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9.17 METODO DE FUJMOTO

Se trata de un método por aproximaciones sucesivas que permite dividir €l objeto origi-
nal en 3, 5, 7, etc partes igual es mediante una convergencia rapida, precisay préctica.

Con objeto de simplificar, vamos a mostrar dos gjemplos diferentes. la division por ple-
gado de unatirade papel en tres, y en cinco partes iguales, respectivamente.

Andogamente se podria hacer con un angulo a partir de una superficie mas extensa. En
el caso de latirade papel selleva cadavez un lado pequefio de latiraacoincidir con e plegado
anterior. Si se trata de un angulo, es un lado del angulo el que se gira sobre su vértice hasta
coincidir con el plegado anterior.

Si unatira de papel se pliega de extremo a extremo se obtienen sus dos mitades. Al re-

petir la operacion sobre una de esas mitades, aparecera € segmento de tira % . Siguiendo an&

.1 1 : :
logamente veremos aparecer 10s segmentos de tira s ; T etc. esdecir, fracciones tales como

111 1 1 1

2'4'8'16" 32" 7 2"
siendo n el nimero de plegados realizados.
El método de Fujimoto es una aplicacion de la sistemética Zi“ aladivision en cantida-

des impares. Para dividir en tres partes iguales haremos n = 1, es decir, los plegados se hardn
cada vez en mitades simples. En cambio, a dividir en cinco partes iguales, se hardn = 2: cada
plegado se hard doble cada vez.

9.17.1 DIVISION EN TRES PARTES IGUALES
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Antes de nada quisiera recordar al lector la division de un segmento en tres partes igua
les que se vio en € punto 8.2.8.

_— T
1 | | |
A ) C B
Supongamos gue la longitud total es 1 y que producimos el primer plegado en C ala
distanciax de A. C es un punto arbitrario que, en la préctica, debe acercarse lo mas posible a
valor de 1 / 3 en aras de una convergencia rdpida. Pero esta condicion no es imprescindible,
porque el método, ya de por si, es rapidamente convergente. De hecho, en la fig 1, hemos to-

mado exageradamente x # 1/ 3 para acentuar lo beneficioso del método. Asi pues, ser&
AC=x ; AB=1 ; CB=1-x

2A C D B

Plegamos B sobre C produciendo el doblez D de manera que:
BD=cD="B 17X
2 2
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Plegar A sobre D para obtener C”:

=)
AC':C'D:AD::L_BD: 2 :1—(1_X):1—1+§
2 2 2 2 4 2 4 4
4 | | | | | |
A c c D D’ B
Plegar B sobre C” paraobtener D”:
BC _1-AC 1-5@-i+ZH 1 1.1
BD'=CD'=—= = - 0.1 1,1 X
2 2 2 2 4 8 8
//)\
5 | | [ | |
A c c o b B
Plegar A sobre D" paraobtener C™:
AD' _ 1-BD 1_&_};_;5 1 1.1 1
AC=C D= _ __ @ o111 1 x
2 2 2 4 8 16 16
6 | | [ | | B |
A c ¢ o b o o B
Plegar B sobre C*" para obtener D™":
BC _1-AC’ - e 16 16 111 1 1
BD = CD = _ __ @ 4816 160_1 1,1 1 1 x
2 2 2 2 4 8 16 32 32

y asi sucesivamente. El paso siguiente (7° plegado) nos daria:
1 1 1 1 1 1 X

AC"':§—?+?—¥+§—E+E— ..... =Lim x
i_i+i—i+i—i+l— —lLimx
22 28 2% 25 28 o7 7 TV 2

Obsérvese que € limite de x estéd hecho exclusivamente de la suma a gebréica de determinadas

potencias de 2, delaforma 2°! (paravalores dej desde 1 hastan).
Sumando |as dos expresiones anteriores, se tiene:

B_+15_im X:l+i_i+i
O 2C

2 26 27 27
3, . 1 1 1 1 1 1 3
—lex:———+B—+— == -—+—X
2 2 2" m® 2'g 2 2" 2

Generalizando al valor n, siendo nigua a nimero de plegados, tendremos:
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3 . 1 1 3
— Limx==-—+—X
2 2 2" 2"
. 2.1 1
Limx=—x—=—
3 2 3
n - oo como se queria demostrar.
9.17.2 DIVISION EN CINCO PARTES IGUALES
//<\ W
1 1 1 | |
A C Z, B
Exagerando la posicion del punto arbitrario de partida W, lo tomamos en € punto medio
de AB.
Producimos desde A los dos plegados a 1 / 2, primero hasta W y luego sobre Z; para
obtener C. Ser&
AB=1 ; AC=x
/A
2 | 1 1 |
A C VA ) D B
Llevar B sucesivamente sobre C (obteniendo Z,), y sobre Z, obteniendo D. Sera:
BD = u
4
T
3 1 1 |
A C z 3 D B
Andlogamente obtenemos AC’siendo:
AC—ﬁ——EL “(1-x H————+i
40 4 4 16 16
P ——"
4 | 1 1 |
A c z D’ B

Aqui se obtiene BD que vale:

po=17AC :EQ_EE_&J,AX%:LAJ,i_iX
4 64

4 4 ¥ 16 16 16 64

L os dos siguientes plegados desde A darian:

AC_1 BD _1 Bl 1.1,
16 64 64
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1 1 1 1 1
= -+ -+ X
4 16 64 256 256
Esta Ultima expresion nos da la ley de formacién de AC’ que es precisamente € |imite
de x buscado:
1 1 1 1 1

AC =it
sumando
1 - 1 1 1 1 1
PO O N

B_+LBA\CJ:_ —X—i iX

|:| 22 22 28 210 210
Cuando se hacen n plegados (n — o), los tres Ultimos sumandos del 2° miembro tien-

den acero, quedando:
Et+i2El_imx=i2 ; Limx= 4
O 2°C 2

1

4x5 5
n - oo

Los dos gjemplos expuestos no resuelven la generalizacion del método. De hecho, Fu-
jimoto disefié un segundo procedimiento que asimismo es complicado. Y a se ve que las posibi-
lidades de plegado son préacticamente infinitas: alternando la partida desde A y desde B, repi-
tiendo mas veces desde un extremo que desde otro, jugando con plegados sencillos, dobles, tri-
ples, etc.

Todo esto viene a resolverlo la sistemética de division que se apoya en la numeracion
binaria

e
~
~
—~
~
~
~
~
—
~N
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9.18

98

DIVISION EN n PARTES IGUALES MEDIANTE LA NUMERACION BINARIA

Es sabido que en la numeracion binaria no existen mas nimeros que el ceroy e uno. Y
gue para convertir un nimero entero del sistema decimal a binario basta dividirlo por 2 (y asi-
mismo Yy sucesivamente |os cocientes que se vayan obteniendo) hasta conseguir un cociente Oy
por tanto un resto 1.

El nimero binario resultante se compone con |os restos obtenidos, poniendo en primer
lugar € ultimo resto (siempreigual a 1) y haciala derecha, con los demas restos, hasta llegar a
primero que se obtuvo. Ejemplo:

13 2 13 - 1101,
Xy 6 2
O 3 |2
L1 2
L0

Sin embargo, para pasar a binario un nimero fraccionario decimal, es més conveniente
el siguiente procedimiento que seilustra con un g emplo:

Convertir en binario el decimal 43.42.

Lo primero que se precisa es disponer de los valores de | as sucesivas potencias de 2 (po-
gitivas y negativas).

2° =1 2° =32 2°° =0.03125
2'=2 2'=05 2° =64 2°° =0.015625

2° =4 22=025 2" =128 27 =0.0078125
2°=8 2% =0125 2% =256 2°® =0.00390625
2* =16 2% =0.0625 2° =512 2°° =0.001953125

A continuacion se resta al nUmero decimal propuesto, la mayor potencia de 2 que sea
posible.

43,42
(2°) ﬁ 4 = s
ry 1 A laizquierda del resultado 11,42 se anota
(2%) 342 ~ 101 2°, la potencia que entré en juego, y a la derecha
) un 1(el primer digito que siempre aparece en toda
(2") 142 —= 10101 expresion binaria). Se sigue andogamente. A la
. -1 derecha de 3,42 se repite el 1 de arribay se afiade
(2) gv‘éé T 101011, un cero (se ha saltado una potenciade 2 —la 2*-)
: Bl el 1 correspondiente a renglon en curso.
22 — = y o
(27) _%ZS 101011,01 Ya se ve que el proceso continuaria hasta
2%y 0045 — = 101011,011 encontrar una diferencia igual a cero, cosa que no
-0,03125 ocurre siempre.

(2°°) 001375 ——= 101011,01101

Sentado lo anterior, vamos a dividir, por plegado, unatira de papel en 7 partes iguales.

Primero, hay que convertir en binario €l valor % :

% =0,1428571




Matematicas y Papiroﬂexia

720
2-1
2-2
2-3
0,1428571 V
- 0,125
2°% 0,0178571 0,001
oo -0,015625
(2°°) 0,0022321 0,001001
o -0,001953125 S
(2°°)  0,000278975 0,001001001= =

7

La secuencia de ceros y unos es |o que determinalaley de plegado que no quedaba cla-

raen el método de Fujimoto, y esla que se representa mas adelante en las figuras.

La sistematica consiste en llevar € extremo A sobre e dltimo pliegue, cuando hay co-

rrespondencia con un 0, y el B, asimismo sobre €l Ultimo pliegue obtenido, si la corresponden-
ciaesconunl.

1. Plegado delatiraen su mitad paraobtener AC = % =05
2. y sucesivos. hacer laasignacion de ceros y unos deducida antes.
A sobre C y obtener AD —%—025
1
3.A, D y AE:§=O,125
4B, E BF:1(1—AE):1—i:o,4375
2 2 16
5 A, F AG:1(1—BF):1—1+i:o,28125
2 2 4 32
6. A, G y AH=1pg=1-1, i:0140625
2 4 8 64
7.B, H Bl:1(1—AH):1—1+i—i:0,4296875
2 2 8 16 128
8 A , | , AJ=1(1—BI)=1—1 L 1,1 oossiser
2 2 4 16 32 256
9 A , J ., AK=tpg=t 1,2 1,1 = 0,1425781
2 4 8 32 64 51
0.8, K , Bl=tf-ak)=2-1,1 1,1 1 _4a87100
2 2 8 16 64 128 1024
A, L , AM=i@-p)=i-1,t 1,1 1, 1 _(osseass
2 2 4 16 32 128 256 2048
12.A , M AN:%AM:2'2—2'3+2'5—2'6+2'8—2'9+2'12:0,1428222
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Es decir, los valores AE, AH, AK, AN ... tienden al valor % gue, como se dijo en el gemplo

de ladivision por 3, es la suma agebréica de sumandos de laforma 27!

Si se quiere seguir aproximando, basta observar que la expresion binariade = tiene una forma

periddica de periodo 001.
C

1]

A 0,5 B
D

20— ] | 0

A 0,25 B
E

3 — 1 | 0

A 0,125 B
F

4 | | : | 1

A 0,4375 B
G

5 | | | 0

A 0,28125 B
H

e 0

A 0,140625 B
|

7 i 1

A 0,4296875 B
J

8 | 0

A 0,2851562 B
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K
9 - — 0
A 0,1425781 B
L
10 ‘ ! 1
A 0,4287109 B
M
11 : 0
A 0,2856445 B
N
12— 0
A 0,1428222 B

Lo % - 0,1428571

De haber continuado, por jemplo, hasta el plegado n° 15, nos habriamos acercado a %

hasta el valor 0,1428527.

Slertidio
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10

10.1
10.1.1

102

POLIGONOS CONVEXOS REGULARES DE MAS DE 4 LADOS

Vamos a fijarnos sélo en construcciones plegadas dejando de lado |as clésicas obtenidas
con reglay compés.

No es posible presentar toda la variedad de soluciones papiroflécticas por razones de
espacio. Del penagono, en particular, se cuentan més de 10.

Lo que si haremos es un gercicio de discriminacion de soluciones, porque no todas son
geométricamente perfectas. Casi todas las imperfecciones son digeribles por € proceso de ple-
gado que a su vez suma errores por la dificultad de los pliegues y la acumulacion de plegados
superpuestos.

Sin embargo creemos que esa capacidad de digestion de errores que tiene la papiroflexia
no justifica el que se presenten soluciones sin indicar si son perfectas o aproximadas. De entre
estas, por afladiduray como es natural, unas son més imperfectas que otras.

PENTAGONO
SOLUCION A PARTIR DE UN RECTANGULO ARGENTICO

Antes de seguir voy a permitir una digresién seméntica. En la literatura papirofléctica
anglosgjona, al rectangulo DIN A se le llama silver rectangle (rectangulo de plata); natural-
mente yo no tengo nada que objetar aeso (ver BRILLIANT ORIGAMI de D. Brill).

Como por otro lado pienso que los rectangulos DIN A estan asi, como DIN A, sufi-
cientemente definidos para nosotros, no creo que necesitemos adjetivarlos a pesar de la singula-

ridad de su +/2..

Sin embargo, si me ha parecido oportuno denominar rectangulo argéentico a ese rectan-
gulo singular en el que diagona y lado menor forman un angulo mitad del &ngulo de un pent&
gono regular. Semanticamente quiero acercar entre si dos rectangulos muy singulares: € ar-
géntico y € &urico.

Tener en circulacion dos vocablos sinbnimos (de plata y argéntico) puede llevar a con-
fusion, aunque la sinonimia ya advierte que los significados de dos sinGnimos pueden tener
mati ces diferenciadores incluso importantes. Ese seria el caso aqui.

Esta digresién no habria tenido sentido a no ser por € hecho de que en la misma obra
recién citada, si se confunden ambos rectangulos, el de plata y el argéntico. Y se asocian al
primero propiedades pentagonales y pentagonododecaédricas que son inexactas ya que corres-
ponden al segundo en exclusiva. Y ello a pesar de reconocer la inexactitud. Pero pasemos ya a
la solucién que nos interesa.

Se trata de una solucion geométricamente perfecta que parte del rectdngulo argéntico

cuyos lados son proporcionales a 5+ 2.5 (lado menor) y 2+4/5 (lado mayor). Ver su
construccion en el Punto 6.6.7.
Para dar una idea de esas proporciones, diremos que equivalen a 210 (ancho del DIN
A4) x 289,04021.
NOTAS AL PROCESO DE PLEGADO.
1- SBF=1,es
FD=13763819 ; BD=1.7013016 ; Ang.DBF=g=54° ; Ang.BDF=p=36°
2- Ang. DCB =2g =2 x 54 = 108° (dngulo del pentagno regular convexo).
3- Queda constituido &l Aisosceles DCB: Ang. CDB = Ang. CBD = Ang. BDF=p
4- Llevar D sobre CB de maneraque HL resulte paralelaa BD. La operacion de plegado ha de
hacerse a 0jo (es fécil conseguir un buen resultado) aunque su elaboracion anditicaesla si-
guiente:
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« D K [ X1 D
/ E //&\//' .
/e
/ A
/ ‘ O
ya |
/ \
ya |
M |
/ 1 ‘ 2
B - / )
¢ C
4
L H L
N \/K g
° 0 ¢ D B
K
E
6 ¢ 7 c 8
L H L H
\ :’> G
B v .
B
Cco= BDZth . LH=HD=LB
SenB:i
HD
cosB=— %
2(co-x)
CO-x
tgB =
T
2
X=2COcosB-2xcosB | x=2o000sB
1+ 2cosB
5- ALHG = ADHG por simetria
180-B B
Ang. CHG = Ang. CHL + Ang. LHG = B+ :90"'5 1080
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6- Por simetria con la operacion anterior, Ang. CLM = Ang. CHG.
Asimismo, por simetria, en e pentadgono CLMGH, los Angs. en M y G son iguales.

7- Se haformado un pentdgono en el que sustres angulosen L, Cy H sonigualesy valen 108°,
y los dos angulos restantes son iguales entre si. De ello se sigue que sus 5 angulos valen
108°: pentagono regular convexo, que, naturalmente tendré sus 5 lados iguales.

8- Desplegado 7, se obtiene la configuracion 8 que muestra el pentégono resultante CLMGH (y
Su Simétrico).

COMPROBACION INTERESANTE

EnlaFig. 5 se haformado €l rombo DHLG constituido a su vez por los dos Aisésceles

de base HG. En é se ve que GD resulta ser una diagona del pentagono, y GH un lado. Recor-
dando €l valor de x obtenido en Fig. 4, ser&

X —snB HD =%
HD sen B
GH
_2_ :senE GH = Zs;enE X
HD 2 2senB
Sustituyendo valoresde 1 y 4, setiene:
HD =0,6498393 ; GH =0,4016228

valores que satisfacen la expresion
GH? =(HD - GH)HD

Asi queda comprobado que en un pentagono regular convexo, su diagonal queda dividida por
el lado en mediay extrema razon.

10.1.2 SOLUCION A PARTIR DE UN RECTANGULO DIN A4

Una vez desarrollado € caso anterior, para ver la inexactitud de la presente solucion nos
bastaré con fijarnos en lasfigs. 1y 2 del punto 10.1.1.
Si e rectangulo 1 fueraun DIN A4, seria:

/2

g= Arcth2 = 54,73561°

y en fig. 2 tendriamos:
Ang. DCB = 2g = 109,47122 # 108°

10.1.3 SOLUCION A PARTIR DE UNA TIRA DE PAPEL (Rectangul os argénticos)

Disponer seis rectangulos argénticos adyacentes como en la fig.1. Trazar sus diagonales en
zig-zag, eliminar sus lados menores, plegar las diagonales en monte y, por Ultimo. pegar en sus
extremos el A comun equivalente a 3 del punto 10.1.1.

Se obtiene e pentégono “calado” de fig.2 que tiene como lado la diagonal del rectédngulo ar-
géntico de partida.
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10.1.4 PENTAGONO CON PLEGADO PREVIO

Este plegado previo cuyo proceso se muestra en las seis figs. A es comin a pentégono,
exagono, eptagono y octdgono.

B
/
. /0 G 0 . Cy
(AN c
AN
N AN A
F E E H E H E
5 v
B ;
e
J
T
N 0
E—
@ A
o G H
A A 0 /lJ ™~
( |
\ J
AN
~C —~

El proceso de las 10 figs. B es el especifico del pentagono a partir de la Ultima de las
figs. A. Este proceso B conduce a un pentédgono imperfecto.

Lafig.C contiene todos |os elementos que, deducidos del proceso B, son necesarios para
valorar aquella imperfeccion sin dificultad. Sin embargo, como esa valoracién es engorrosa, y
para no cansar con ella a lector, vamos a presentar solamente los resultados, que son los que
siguen. Tomando GH como base del pentadgono, es:

Angulo en V, opuesto alabase: 112,5°

Angulos adyacentes a la base, iguales entre si y de valor: 110,395°

Los otros dos angulos, asimismo iguales entre si, pero de valor: 103,355°
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C A 11.25°

Tomando el lado base GH como referencia, tenemos que los otros cuatro lados son
iguales entre si y su longitud es el 103,52 % de la base.

10.1.5 PENTAGONO DE LAZO

106

Partir de una tira de papel cuya longitud sea a menos seis veces su anchuraa h. El pen-
tagono se obtiene con sdlo efectuar un nudo centrado con de latira (1): como si fuera una cuer-
da, pero gjustando debidamente los pliegues. No aplastarlos sin asegurar que no queda ninguna
holgura en los vértices. Resulta un pentagono regular convexo, perfecto como se vera a conti-
nuacion (2).

3

Observemos en primer lugar, en (3), los tres cuadriléteros
AXDE ; ABYE ; ABCZ

Los tres son paralelogramos al estar determinados por la superposicién de dos tramos de
latira de papel. Al tener estos, obviamente, la misma anchura, esos paralelogramos no solo tie-
nen iguales los lados opuestos, sino también los contiguos (recordar el punto 1.3.2 fig.1).

Asi, s ABCZ tieneun &ea S, sera

S=BCxh=ABxh luego BC=AB

Es decir, los tres paralelogramos son rombos iguales, con todos sus lados y angulos,
respectivamente igual es.

Como esos tres rombos estan dispuestos con algunos de sus lados comunes, se podra
marcar en e pentagono (4) laigualdad de los lados y de los angulos:

CB=BA=AE=ED=1 ; Ang.B=Ang.A=Ang.E
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De lo anterior no se puede concluir que el pentagono sea regular, pues sdlo sabemos de
igualdades pero no de valores. Las Ultimas igual dades también se satisfacen en e pentagono (5)
gue no esregular.

Observemos ahora en (3) los cuatro trapecios
ABCE ; ABDE ; ACDE ; ABCD
Por cierto, cuando se despliega la tira que formé € pentédgono, estos cuatro trapecios
aparecen en ellacomo seindicaen (6).

B A C B D

h

C E D A E

Lostrapecios ABCE y ABDE son isoscel es porque ambos tienen:
» Susbases paralelas adistancia h.
» Susangulos mayores iguales.

* Loslados oblicuosy labase menor, iguales.
Las condiciones anteriores determinan, ademas, que ambos trapecios sean iguales. Por
tanto, tendran iguales sus diagonales:
AC=AD
Miremos ahora |os otros dos trapecios ACDE y ABCD que tienen iguales:
* Sualturah distanciando sus bases paralelas
» Susbases mayoresAD = AC
» Susbases menores BC = ED
* Subase menor igua aun lado oblicuo BC=AB =DE =AE
» El angulo mayor que forman la base menor y el lado oblicuo que son iguaes:
Ang.B =Ang. E
Estos trapecios, segun las condiciones anteriores, son iguales entre si e iguales a la otra

pareja de trapecios vistos antes.
Por consiguiente Ang. C = Ang. D e iguales a los otros cuatro angulos del pentagono.
Asimismo CD = I, es decir, € pentdgono ABCDE es regular por tener todos sus lados y todos

sus angulos, respectivamente, iguales.
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10.2 HEXAGONO
10.2.1 HEXAGONO CON PLEGADO PREVIO
Con € proceso de plegado mostrado a continuacion se consigue un hexégono regular
convexo perfecto que ademas es el maximo obtenible a partir del cuadrado inicial.

M

F F
B
M
N M
™~
L N ¢
N Co
N
F

M

F

|
|

N

N

M L

E

Con la dltimafigura, llamando | a lado del cuadrado, se puede demostrar la perfeccion
del hexagono hallado:
En AEBL.:

Ang. BEF = Arccos% = Arccos% =60° ; Ang. CEF=230°

En ACFE:
CF _ | _ VR .
= ; CF=NM = —— = lado del hexagono
sen30  sen(180 - 45 - 30) 2sen75

a= Arctg; =

Arcth—F
12 -CF

I 1

I :Arctg\/_—
2%755\/—_ H 2N2sen75-1
0 2sen75[]

A partir delo visto en €l rincdn F y, por las simetrias del plegado, se justifica la bondad
del resto del hexagono.

a = Arctg =30°

10.2.2 HEXAGONO DE LAZO

Partir de dos tiras de papel iguales de longitud 10 a 15 veces su anchura. Formar sendos
lazos como el delafig.1; unlazo serdel mostrado y el otro serd el mismo dado lavuelta.

En las figs. 2,3 y 4 se muestran los pliegues ya consumados. ello es simplemente para
facilitar e dibujo, porque en la realidad los plegados son simplemente insinuados:. el papel se
presenta docil en todo el proceso. Tan solo lafig. 5 exige € tensado de las tiras y consiguiente
aplastado definitivo de los pliegues, con las precauciones indicadas en el punto 10.1.5.
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Que lalongitud de las tiras sea grande, ayuda en la maniobra; el sobrante de las tiras de
fig.5 se puede plegar sucesivamente sobre los lados, ocultandose a final bajo la propiatira, pa-
radar lugar a hexégono que lafig. 6 muestra en anverso y reverso.

2

3
1 | | | }
| | | H %
4 5
E %@ } | E
10.3 HEPTAGONO
10.3.1 SOLUCION H. HUZITA

Sea € heptagono regular de fig. 1 con radio unidad y angulo en e centro w (W = W
W= 2W; W= 3W).
Por tratarse de una linea poligonal cerrada, la suma de las abscisas de sus siete vértices
ha de ser igual a cero:
1+ 2cos w + 2cos 2w + 2cos 3w =0 D

Recordando que:

cos2w = cos® w—-sen’®w = 2cos’ w -1
cos3w = 4cos® w - 3cosw
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y haciendo el cambio de variable
t=2cosw ; cosw :lz 2

laecuacion (1) tomalaforma:
t*+t> -2t-1=0 (3
Esta ecuacion (3) ya fue resuelta mediante plegado en € punto 7.14.5.
Como se ve, los coeficientes de (3) son:
1, p=1 q=-2 r=-1
lo que llevaa que su discriminante
B 1E2p3—9pq+27rD2 , 1 08g- pZD3
ag 27 H 278 3 H
sea negativo, es decir, a que tengamos tres soluciones reales de (3), y, por consiguiente,
tres formas distintas de plegado simultédneo de los puntos Inicia | y Final F sobre los ges de
coordenadas X" Y~ (fig 2).
De acuerdo con (3), la secuencia de sus vectores en fig. 2 ser&:
b1 1, -2 -1, F
Es ocasion ahora de explicar como se organizan los sentidos de esos vectores en fig. 2:
s de un coeficiente a siguiente no hay cambio de signo, el vector, en su avance, giraaladere-
cha, y s lo hay, alaizquierda.
Asi pues, (3) tiene tres soluciones en t que se corresponden con otras tres soluciones pa
ra cos w en (1); ademés, t; t, t3 son, respectivamente, las tangentes de los angulos a, B, y de
fig.2:

A

tp=tga - 2coswy

tb=tgf - 2coswy

t3=tgy - 2coSux

Los tres angulos wy wy, w3 son los que corresponden en la fig. 1 a los tres vértices que
producen abscisas distintas en el heptagono.
Relacionando (2) con fig. 2, tenemos

t, _tga _ AO _ AO

CoSw, =— = =
2 2 2x2 4

(4)

Si en AH se asientan los dos vértices superiores del heptégono, a trazar w, = 3—6750 , OR

resultard ser el radio de dicho heptagono, y sera
cosw, = OA 5)
' OR

Igualando (4) y (5) resulta que:
r = radio del heptdgono = OR =4
Llevando r desde O alo largo de OY~ setiene el vértice V.
Es preciso observar estas dos cosas.
* OR son 4 unidades; en fig. 2 se toma como unidad el primer vector a partir de | ha-
cialavertica Y.
e Losangulos a y wy no son iguales aunque si muy parecidos, cosa que es irrelevan-

terw, = 3—30 = 51428571 y a = arctg % cos@ Ez 51,272558.

Esto dltimo indica, no que la construccion sea imperfecta, que no lo es, sino que € radio OR
no es paralelo a su linea de plegado asociada.
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Algo parecido alo visto para wy se puede escribir respecto de las lineas h y b que determinan
los otros vértices del heptagono:

tZ:tgﬁ:%:ZCoszwl )
-9 g_29
coqrT — 2w, | = — ~=— ,; r=4
] | r P2y
cosZwlzg
r J
t3:tgy:g:2c033w1 )
-a a_2a
coq7T — 3w, [ =— —=— ,; r=4
| 1 r (2t
cosSwlzE
r

J
Es decir, siempre se llega a la comprobacién de que e radio debe valer 4 para la cons-
truccion efectuada.

v
3 / 4
| A\
A R H
} 0 } } I o X
1
g B h
«
F F
[¢ ¢ b

Asi pues, € proceso de plegado del heptagono sera el siguiente:

Figura3

» Partir de un cuadrado de papel.

* Organizar en @ la cuadricula de origen O necesaria para la obtencién de los puntos |
(-2,0)y F(1,-2).

» Plegar simultanea y respectivamente, | sobre el ge de ordenadas y F sobre e de
abscisas. Y €lo, delas tres maneras distintas posibles.

» Asi seobtienen los tres puntos clave A,B,C.

Figura4

. Plegar laslineas: AH (por A); h (por B); b (por C).

. Plegar: V - AH; O - O paraobtener el vértice Ry su simétrico.

. Idem: R - h; O - O paraobtener los dos vértices que hay sobre h.

. Plegar |os dos ultimos vértices sobre b alrededor de O.
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10.3.2 HEPTAGONO: SOLUCION CUASI PERFECTA
De entre cinco desarrollos examinados, €l presentado a continuacién es, sin duda, €l
mejor.

A B B

////// % \@D \\\
cr / h c
vd

/
0 F
A B A B A
~N N P
O P D . D
3 3 : N
C N E C N o /E
> o™, o,
. .

0 (0]

F F

La penultima figura muestra el heptagono obtenido y la Ultima, su justificacion geomeé-
trica, que es la siguiente (paralado unidad del cuadrado de partida).
El ABAP esisosceles con Ang. B =22 5°

A:;:O,270598
4c0s225
En e AAPO:
PA =0,270598 ; Ang.A=225° ; AO:i
J2
PA _ AO N
sen0 senP
PO _ PA >
senA snO

A+O+P=180

Resolviendo el sistema:
Ang. POA = 12,764389°
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Angulo resultante para el heptagono:
Ang. EOF = Ang. EOP = % (90 + POA) =51,38219°

Angulo en € centro del heptagono regular: ? =51,428571°

10.3.3 HEPTAGONO DE LAZO
Como todos los de su género, es perfecto.

1 2
4
S
6
En €& paso (por estiramiento de los extremos de la cinta) de lafig. 5 ala 6 hay

que observar, como siempre: no producir e aplastamiento del papel mientras e hepta-
gono no esté centrado, con sus diagonales bien definidas y los lados justo a su tamafio.

104 OCTOGONO
Resulta una construccion geométricamente perfecta tal como se ve a continuacion. To-
mese la unidad como lado AC del cuadrado de partida.
En el AAOB setiene:

i—ED
OB _OC-CB _ .2
tgA=—= = =1-ED+2 1
INT0AT oA 1 V2 @
J2
y enel AABD:
ED
BD J2 ED
tgA= = = 2
92=DOA 1-ED J2-ED @)
V2
Igualando (1) y (2), y haciendo ED = k (lado del octégono), ser&:
k
1-ky2=— X
J2 -k
gue dalugar ala siguiente ecuacion de segundo grado en k:
J2k -4k++2=0
Cuyas raices son:
J2+1y+2-1
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Como a principio hemos dicho que el lado del cuadrado de partida valia 1, habra que
descartar la primera solucién por exceder de launidad. Asi pues, ser&:

k=+2-1

c o f A

Veamos € valor que queda para DF:

V21 5
DF =1 2@%@& 1

es decir, DF = k tal como debe ocurrir para que € octégono se corresponda con €l proceso
de plegado.

105 ENEAGONO
Esta solucion, elgjida como lamejor de entre varias, resulta, a pesar de todo, imperfecta.

1 2 3 4

AN
AN

— \ ~~
X = o D~
EL A E AB=AG /4 £ ~ E

/ —
21 K c
g/ﬁ‘g \Q 1G 0

oz}
/
w
/
W)

Justificacién (paralado EA = 1):
En el AOAB
DATOS SE OBTIENE
AB =% Ang. BOA = 8,1301024°

OA:i

72

Ang. BAO = 45°
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12

OC = 0,2949878

Enel AOAC

DATOS SE OBTIENE

Ang. COA = 180 — BOA OC = 0,2949878°

AC=1 Ang. OAC = 2,3909342°

1
OA=—
V2
5 6
N {
AN
// \\
7 0 0
/
D
A
10 9
c 11 b (y
2 2 @\ / \ /
~ \O( G %
AN D/~ ~ B AN
AN D E AN

H A H A
En el AEDA:
Ang. EDA = Ang. CDA = 180 — 45— 22~ ANGOAC _ 115 59547
En el AOCD:
DATOS SE OBTIENE

OD =0,3103317

Ang. COD =90 - Ang. BOA = 81.869898°
Ang. ODC =2 Ang. CDA — 180 = 47,39094°
Ang. OCD =180 —-Ang. COD — Ang. ODC = 50,739162°

Lado del enedgono = GH = ED = 1 OD =0,396775
V2
GH
tga = Gh = 0,3899744 ; o = 21.304515°
ofbp + S H
U 2 0

Vaor del semiangulo central del enedgono regular = 20°

La base GH resulta algo mayor que €l resto de los lados, que a su vez son iguales entre si. La
misma observacion es aplicable alos angulos.
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POLIGONOS ESTRELLADOS

Como es sabido, paraformar un poligono regular estrellado de n lados (asociado a la di-
vision de la circunferencia en n partes) y especie p (paso entre vértices) se requieren estas con-
diciones:

. p>1
* Py nsean primos entre si

n

° < —

P 2

Con estas condiciones no puede haber poligonos estrellados de 3, 4, 6, etc lados (ver
puntos 6.9y 8.2.5), y si de 5,7,8, etc.

Nos vamos a fijar en € plegado de pentagono y heptagono: hay un solo pentagono es-
trellado (n =5; p = 2) y dos heptagonos estrellados (n=7; p=2) (n=7; p=3).

Como se ve, e hexagono no puede ser estrellado; o més que puede producir n=6 esla
superposicion, en oposicion, de dos tridngulos equiléteros. Pero como resulta una figura muy
sugerente para € plegado, vamos a ver varias soluciones de lo que llamaremos estrella hexago-
nal, asi como de los alin més originales cristales de higlo.

Al igua que ocurre con los poligonos regulares convexos, también se dan en |os estre-
llados versiones plegadas perfectas y, méas 0 menos imperfectas. Ademas se pliegan multitud de
estrellas que en la mayoria de los casos no son poligonos estrellados propiamente dichos; ade-
més, en otras ocasiones no son siquiera figuras planas, sino con algo de volumen.

PENTAGONO ESTRELLADO (S. FUJIMOTO)
Es una solucién perfecta obtenida a partir del rectangulo argéntico.

1 8

e/
Veamos primero algunas relaciones que se dan en el pentégono regular y en la conexién

de éste con € rectangul o argéntico.
Enlafig. 1:

1
==35
P 2

yaque 3 y 35 ven & mismo arco de circunferencia, e primero desde uno de los puntos de ésta,
y € segundo desde su centro. Por andloga razén, es:

1 o
=_2y=y=—
2y Y 2
Ademas:
B=2a ; ycomo,B:%?,é,serétambién:B:%?,XZy . B=3y
Lo anterior se puede ver también directamente:
3 2 _m
=— =—=—luego: =3
B = y=10"5 e B=3y
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11.2

En e rectdngulo argéntico de fig. 2, por su propia definicion, se daran los &ngulos a y y en
los cuatro tridngul os rectangul os correspondientes. Es decir, de los 180° que determina el centro
del rectdngulo sobre su paralela media quedan ocupados 2y grados.

F F
2 NG 8N 4
0 B 0 B
N ak °
/o Y
e <
A —=c . / c
D

Veamos clanto vale ladiferenciad =180 -2y
ComoenFig. 1es.
360=10y ; 180=5y
tendremos:
d=5y-2y=3y

Es decir, en torno del centro del rectangulo podemos construir 10 angulos y mediante el
plisado de los cuatro yiniciales.

Veamos lo que ofrece la Fig. 3. En €lla, la linea poligona AOBC determinaen Oy B
sendos angulos 3 de un pentagono en e que OC sera una diagonal (Ang. OBC = Ang. BOF =
3y).

El vértice D es e simétrico de C respecto de labisectriz de €, y €l E serael simétrico de
D respecto de la bisectriz del Ang. OBC.

La Fig. 4 muestra el aspecto del pentdgono estrellado resultante. Obsérvese que € cen-
tro O del rectangulo se transforma en una de las puntas del poligono estrellado.

HEPTAGONO ESTRELLADO

Partir del heptagono convexo de Fig. 1 con los pliegues parciales de las diagonal es que
Se muestran.

Un tal poligono podria estrellarse mediante plegado solo en el caso de poder recoger €
papel de los tridngulos tipo KMN. Como ello no es posible en esa figura plana como tal, hay
gue recurrir a generar un papel recogible en aquellos triangulos, a costa de reducir € tamafio
del heptagono original, mediante unatorsion.

Sentar las bases de la torsion segiin Fig. 2. Para ello es necesario construir €l pequefio

heptégono de lado AB, que se obtiene de la siguiente manera:

* Plegar sobre cadalado:
- Sumediatriz.
- Lamediatriz de lamitad del lado (secuencia en sentido contrario a de las agujas

del reloj, en lafigura).

» Lassucesivas intersecciones de esas mediatrices producen los puntostipo A, B y por

consiguiente el heptédgono completo.
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11.3

118

LaFig. 3 muestralas lineas de plegado para producir latorsion, y la4 da el resultado de

esatorsion mostrando el anverso y reverso de lafigura

El resto del proceso, facil de seguir, se muestraen las figs. 5, 6 y 7 segin €l anverso y
reverso de cada una.

En &l anverso delaFig. 7 se ven claramente |os lados (discontinuos) de laversiéon n = 7;
p = 2. ASimismo, en su reverso, aparte de verse también (y mejor) esta version, se ve ademas
(con ocultacion parcial por el pequefio heptagono central), laversién n=7; p = 3.

POLIGONOS ESTRELLADOS: CONDICIONES DE APLASTABILIDAD

En relacion con la construccion disefiada para € heptédgono estrellado segin el punto
anterior, cabe hacerse estas preguntas:

Los plegados a 1/2 — 1/4 para obtener las paralelas por A, B de Fig. 2 (punto 11.2), son
arbitrarios, son geométricamente correctos, seran extrapolables a resto de los poligonos estre-
llados?

Profundicemos en esta cuestion apoyandonos para ello en € poligono de n lados, de
longitud L, segiin Fig 1.
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Endla a= 1360 ; €l dngulo 2a es € que sustenta el arco correspondiente a un lado

n
L, y los segmentos x simétricos de lamediatriz en L determinan la paralela a esa mediatriz que
asu vez hade condicionar € plegado de torsion hasta €l aplastamiento.

M P X
« (T—— |- 1
$\\ />k
| |
P"

LaFig. 2 se obtiene plegando la 1 hasta €l aplastamiento. Ello se consigue forzando x a
un valor tal que resulte PM = P'M (Fig. 1). La Fig. 3 muestra como queda €l plegado aplastado

en € reverso.
M

=
M 5 73

o

P’ P
Entonces ser&
PM=—2>
cos2a
Al ser PM :L setendra X =£
2 cos2a 2
= L COS@ (1)

n
Larelacion entre x y e lado | del pequefio poligono central de n lados alrededor del cual se

glerce latorsion, se puede deducir delaFig. 2 del punto 11.2:
L
— =X
2 " __.180(n-2)_ 05180
I 2n n
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(2) es, pues, la condicién necesaria para poder gecutar la torsion hasta e aplastamiento de un
poligono estrellado. Pero no es suficiente. Hace falta, ademas, que no haya interferencia de papel. Algo
parecido a esto se trat6 ya en el punto 8.2.8.5: han de cumplirse dos condiciones, docilidad y disponi-
bilidad; € papel hade ser décil a aplastamiento, pero ademés ha de estar disponible sin interferir.

Veamos esto aplicado a pentagono. De aplicar estrictamente (1) nos encontrariamos con una
configuracion como la de Fig. 4: lainterferencia del papel hace imposible conseguir €l pentédgono es-
trellado, aunque sea por muy poco.

6
+ +
| 4 | 5

En cambio, s hacemos la trampa de Fig. 5, ya se puede: los plegados absorben el pequefio
error y se obtiene un pentagono estrellado exento (Fig. 6) resaltado sobre otro convexo.
Lo que se hizo para el heptagono también es fraudulento: comparese e valor utilizado para x

(igual a0,5L enlaFig. 2 del punto 11.2) con el queda(1): x = 0,6% (enrealidad 0,6235).

2
De haber utilizado €l valor correcto de x segun (1) ha
briamos obtenido el heptagono de Fig. 7 (reverso), de apa-
7 rienciadistintadel delaFig. 7, del punto 11.2.
También en este caso €l proceso de plegado absorbe el
error; ademas, a ese proceso le conviene méas mangjar el fac-
tor 0,5 que € 0,6.

114 ESTRELLA HEXAGONAL

VERSION 1 (H. Honda)

Se obtiene a partir del hexagono mayor delaFig. 1.

En la figura aplastada, 1os lados de los dos triangulos equiléteros estan ocultados solo
parcialmente tal como se ve en €l anverso delaFig.2. El reverso de la misma figura muestra un
hexégono.
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-
N

VERSION 2

Se obtiene a partir de un triangulo equil&ero cuyo centro hay que determinar previa-
mente. La figura queda completa mediante un engatillado final.

El resultado es perfecto con esta salvedad: mirando &l anverso se ven completos |os tres
lados de un tridngulo equilatero, y ha de adivinarse 1/3 de cada uno de los lados del otro trian-
gulo. Mirando del revés ocurre otro tanto, cambiando un triangulo por €l otro.

VERSION 3 (F. Rhom)

Se trata de una construccién modular que utiliza dos modul os idénticos basados en €l
tridngulo equilétero.

VAVAVAV 4%
NA A
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médulo 1
maddulo 2
“On
%
/
“On
VERSION 4 (Cristales de hielo)
3 4
A
7 6 5

Corresponden al disefio de K. Suzuki y parten de un papel de forma hexagonal regular. Las
Figs. 1 a 7 son el proceso de plegado de la Fig. 7; de ella puede derivarse la 8. Estas dos ultimas se
muestran en su anverso y reverso.

Suzuki juega con la translucidez de las figuras plegadas para crear numerosas variantes de las
figuras basicas. El grado de sombra en la superficie depende de la acumulacion de papel superpuesto
en el plegado. Las figs. 9 y 10 muestran el efecto de luz y translucidez sobre las 7 y 8.

Siempre que Suzuki se enfrenta a una figura geométrica plegada, estudia en ella tres diferentes:
la aparente, la que produce la translucidez y la (las) oculta (s) en el interior de los plegamientos.
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12 TESELADOS

Son superficies decorativas que emplean teselas. Aunque en sentido estricto éstas son
solo las pequefias piezas de seccidn cuadrada como las empleadas en 1os mosaicos, por exten-
sién podemos decir que un teselado esta hecho de figuras combinadas para producir dibujos
geomeétricos o tracerias como 10s que se ven en |os arabescos, etc.

Por otro lado, y también en principio, |a papiroflexia no tiene nada que ver con los te-
selados. EI mérito de los papiroflectas que se han introducido en el campo del teselado, es pre-
cisamente haber conseguido que si tenga que ver.

Asi, podemos distinguir tres campos claramente diferenciados:

» El primer campo, que si es un teselado propiamente dicho, estudia la manera de construir,
mediante plegado, una pieza aplastada Unica que, reproducida en la cantidad deseada, per-
mite su encaje para formar dibujos geométricos todo 10 extensos y repetitivos que se quiera.
Hay en €llo, pues, dos problemas: uno, €l de disefiar el gran dibujo geomeértico, y otro, el de
elaborar el proceso de plegado de la pieza Unica. El decir pieza Unica no descarta que la
misma pieza no pueda estar construida con varios colores, e incluso con combinaciones va-
rias de color de anverso y reverso del papel de partida. Asimismo se juega con la figura uti-
lizando sus posibles simetrias, giros, traslaciones o combinacion de estas transformaciones.

» El segundo campo parte de un gran dibujo de traceria en el que todas sus lineas han de ple-
garse en monte o en valle. Ya se ve la dificultad que entrafia disefiar un tal dibujo para que
pueda plegarse sobre si mismo colapsando sus figuras parciales hasta el aplastamiento plano
total. Como e proceso implica recoger mucho papel hacia € interior, la figura final es una
reduccion de la de partida con anverso y reverso distintos, y ambos también con aspecto de
traceria que, aparentemente, no tiene mucho que ver con el dibujo original.

En realidad, este tipo de gecuciones no son teselados propiamente dichos (no utilizan
teselas como en €l caso anterior). Sin embargo sus tracerias si que pueden considerarse co-
mo la falsilla sobre la que recortar teselas de cartulina para organizar un teselado o trabajo
de incrustacion que pueda repetirse hasta e infinito.

» El tercer campo se asemeja mas a segundo que a primero pero difiere de é en que en vez
de perseguir €l plegado hasta el aplastamiento, que también es posible, se detiene en un ple-
gado abierto para constituir un bajorrelieve que resulta muy vistoso especialmente con una
iluminacion adecuada. Recuérdense las yeserias arabes.

V eamos g empl os de cada caso.

CASO 1A: El pez de Forcher

Las Figs. 1 a22 muestran el proceso de plegado del pez a partir de un triangulo equilétero.

La Fig. 23 representa e pez final del proceso y otro con su superficie triangulada para el caso
de que se quiera dibujar sobre cartulina y recortarlo como pieza de un rompecabezas. El lado de cada
uno de estos tridngul os, también equilateros es 1/12 del gran tridngulo de partida. Obsérvese que todos
los angulos del pez son multiplos de 30° lo cual es determinante a la hora de encgjar unas figuras con
otras hasta €l infinito.
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Lafig. 24 es un teselado de entre |os muchos que se pueden conseguir con el pez.

N o
)
g 5 2P P

~| -

‘ O
L~

Hay que notar, en este caso, la aparicion de unateselavirtual triangular en e centro del
hexégono irregular. Ademas, para extenderse por € plano infinito, requiere de tres hexégonos
regulares (de lado indistintamente €l grande o el pequefio del hexagono de la Fig. 24, pero sin
aquéllateselavirtual), también teselados a base de peces, por cada hexagono irregular como €l
delaFig. 24.

CASO 1B: Teselado de Penrose.

El presente teselado, estudiado por S. Turrion, se constituye sobre dos teselas originadas
enlaFig. 8 del punto 10.1.1 La Fig. 1 muestra una pareja de cada sobre €l mismo rectangulo argéntico
de aquellaFig. 8. Asi se obtiene el maximo aprovechamiento del papel para conseguir estas teselas por
recortado; como se ve, se complementan en un rombo y tienen forma de dardo y cometa segiin deno-

124




Matematicas y Papiroﬂexia

minacion de Conway. Las cometas son simétricas respecto de EC en aquellaFig. 8, y los dardos |o son
respecto de GL en Fig. 1.

Su configuracién es todo lo singular que cabe esperar del rectangulo argéntico de partida, tal

como se aprecia comparando aquellaFig. 8 y estaFig. 1.

K D

B F

El lado menor de las teselas (Fig. 1) es el lado del pentdgono de aguella Fig. 8, asi como € lado
mayor de las teselas es la diagonal de dicho pentégono.

Como ya se vio en e punto 10.1.1 (COMPROBACION INTERESANTE), el lado del pentagono
regular convexo divide aladiagonal del mismo en mediay extrema razon, es decir, lado y diagonal
estdn en proporcion aurea. Como consecuencia, los lados mayor y menor de las teselas también
estan en proporcion aurea.

En el mismo punto 10.1.1 se indicaba asimismo el valor de los &ngulos en € rectangulo argéntico:
su diagonal forma con los lados mayor y menor, respectivamente, angulos de 54° y 36°. La conse-
cuencia es que, en la tesela convexa (cometa) sus tres angulos agudos valen 72° = 180 - 2x54 =
36x2 y €l obtuso 144° = 360 - 3x72 (valor del angulo del decagono regular convexo).

En la tesela cdncava (dardo) € angulo obtuso vale 216°, su opuesto 72° y sus dos angulos adya

centes, 36°.

2 |/ 4
N
N 93 J ¢

i

Para obtener |as teselas mediante plegado, ha de partirse de un rectangulo argéntico de manera
que latesela ocupe dicho rectangulo a méximo afin de evitar en lo posible larecogida de papel.

LaFig. 2, derivada de aguella Fig. 8, muestra las lineas de plegado para la cometa, y la 4, deri-
vadadelaFig. 3 del punto 10.1.1, para€ dardo (linea continua monte y discontinua, vale).

Las Figs. 3 y 5 muestran a escala mitad, respectivamente, € anverso y reverso de ambas tese-
las.

En laFig. 6 se ven las siete combinaciones posibles para que las teselas se agrupen entorno a
nudo de 360° con la condicion de que los dos lados comunes a dos tesel as adyacentes, sean iguales.

LaFig. 7 muestra dos teselados, uno relativamente simple y otro que se va complicando segun
se construye. En ambos se pueden observar teselas virtuales de relleno. Y a se ve cdmo estos tese-
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lados dan a los artistas la oportunidad de ejercitar su imaginacion, y a los matematicos, la de
profundizar en sus leyes de formacion.

BB ARRBHR

Penrose ha disefiado otro teselado también basado en el rectangulo argéntico, constituido por
dos teselas rombicas de lados iguales y angulos de los siguientes valores:
Rombo A: 108°; 72°
Rombo B: 144°; 36°

La Fig. 8 muestra la génesis del rombo A a partir de la Fig. 2, y la Fig. 9 como el rombo B se
obtiene a partir de la anterior tesela cometa de Fig. 3. Obsérvese que los lados de ambos rombos
son iguales.

La Fig. 10 es un teselado a base de los rombos A y B.
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CASO 2A: Teselado de Chris K. Palmer.

LaFig. 1 esunatraceriade las muchas y muy hermosas que ha desarrollado €l autor. La
2 esel anverso y la 3 € reverso resultantes de plegar hasta €l aplastamiento laFig. 1. En €l pre-

Y

ML

;7( oD
\ Ll NV N2
sente dibujo, las tres respetan sus proporciones naturales. Dicho aplastamiento exige someter a
torsion los octagonos que a final resultan resaltados a manera de bgjorrelieve (recordar €l
punto 11.2).

LasesquinasdelaFig. 1 seconservanenlas2y 3. EnlaFig. 1 se puede observar que el
aplastamiento esta garantizado porque: en cada nudo concurren un nimero par de lineas de ple-
gado, y ademés la suma de &ngulos alternos concurrentes es igual a 180°; por afiadidura, no se
producen interferencias de papel en los plegados.

Estas tres condiciones son comunes a este tipo de teselados, aunque excepciona mente
puede gue no se cumplan (solo aparentemente) en algunos nudos. Lo gque ocurre realmente en
ese supuesto es que se practica una linea de plegado en exceso para inducir mejor € aplasta-
miento, pero unavez conseguido éste, queda sin efecto.

Las tres figuras, por simple traslacién de los grandes cuadrados, pueden extenderse a

todo el espacio plano. Y ello porgque jugamos con angulos de acoplamiento de 90° (también
multiplo de 30° como en el caso anterior).

CASO 2B: Tesdlado de Alex Bateman

-~ -~
v | | N v P4 N N
\ \ \ \
N AN TN v N 7N N 7
~ ~ -~ ~
P | s S \ / N N/ \
\ \ \ \ \ \ \ \
-~ -~ 7 ~
N N / N 3| N v N
-~ ~
v S N N v P4 N~ N
\ \ \ \
N AR I S N s N 7N 4N 7

LaFig. 1 muestrala cuadricula de partida y los pliegues en vale. En laFig. 2 se afladen ala l
los pliegues en monte. La Fig. 3 eslamisma 2 con la reticula cuadricular borrada. La Fig. 4 es € re-
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sultado de aplastar la 3 una vez plegada y torsionada. La 5 es la misma 4 vista al trasluz (recordar la
version 4 del punto 11.4).

La Fig. 6 es el teselado de la 4 que muestra las cinco teselas de confluencia necesarias. La Fig.
7 es otro teselado obtenido con teselas extraidas de la Fig. 4. Por ultimo, las Figs. 8, 9 y 10 son asi-
mismo teselados creados a partir de teselas de la misma Fig. 4.

CASO 3: El “Mars T” de P. Taborda.

La Fig. 1 es el teselado de base con sus lineas de plegado (las continuas son en monte para ma-

yor claridad) y la 2 es la misma Fig. 1 una vez plegada y aplastada mediante torsion (se muestra en
anverso y reverso).
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EntrelasFigs. 1y 2 existe toda una gama de figuras en relieve que constituyen verdaderas con-
figuraciones elasticas en contraste con larigidez de lainicial y final. La ultima figura es una vision

espacial de una de esas situaciones intermedias. Para poderla dibujar ha sido preciso fijarla en una
postura determinada.
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13 CONICAS

Como es sabido, las cénicas son curvas gque se obtienen a seccionar un cono por un plano que

No pase por su vértice. Son, pues, curvas planastal como seveenlasFigs. 1,2y 3.

* Elipse (Fig.1): curvaobtenida al seccionar € cono por un plano oblicuo a su €/e de manera que esa
curvaresulte cerrada.

» Pardbola (Fig. 2): resulta como curva abierta cuando € plano es paralelo a una generatriz del cono.
El g e delapardbola es paralelo a esa generatriz.

» Hipéhbola (Fig. 3): Es la otra conica abierta. Tiene dos ramas y para obtenerla, un plano que no
pase por el vértice del cono ha de cortarlo en sus dos volumenes: la figura cénica resultante (seme-
jante a un didbolo) esta congtituida por dos conos convencionales de vértice comin y generatrices
prolongacion unas de otras. Es lo que se llama un cono completo. En el plano de corte se ven las
dos asintotas de la hipérbola.

OBSERVACIONES SOBRE LAS CONICAS Y S DEGENERACION

Comparando la generacion de elipse y parabola segun las Figs. 1y 2 se aprecia que una para
bola no es més que una €elipse cuyo vértice no visto (el opuesto al real) es el punto del infinito del ge
de dicha parabola.

Si en la Fig. 1 hiciéramos bascular € plano hasta cortar perpendicularmente el e del cono
obtendriamos una circunferencia: ésta es, pues, una elipse de semigjes iguales al radio de dicha circun-
ferencia.

Si e plano cortara al cono en su vértice, la elipse degeneraria en un punto, la parabola en una
generatriz y la hipérbola en sus asintotas. dos generatrices coplanarias compl etas.

V eamos a continuacion qué rel aciones se pueden establecer entre estas curvas 'y la papiroflexia.

13.1 CIRCUNFERENCIA
13.1.1 SU CENTRO

Para hallar el centro de una circunferencia dada como una pieza recortada, producir dos
pliegues cruzados, |0 méas perpendiculares entre si que sea posible y de borde a borde, segun
Fig. 1. Lainterseccion de las dos lineas de plegado es el centro.

Para probarlo basta ver en Fig. 2 que el punto A se convierte en e B por e primer ple-
gado (primerasimetria) y el B en el C por & segundo. Esas simetrias determinan que OA = OB
= OC. S existen tres puntos de una circunferencia que disten lo mismo de otro interior, ese
punto es el centro de lacircunferencia.

Si la circunferencia viniera dada sobre un papel, pero sin estar recortada, € procedi-
miento seria el mismo, pero se requiere que la circunferencia esté fuertemente marcada para
poder hacer la operacion ayudandose de la transparencia del papel.
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13.1.2 CIRCUNFERENCIA ENVOLVENTE DE SUSTANGENTES

132

INSCRITA EN UN CUADRADO
Seguir €l proceso que se muestra a continuacion:

—

En la primera figura se ve e fundamento de dicho proceso. Consiste éste en definitiva,
enir girando el cuadrado de partida sobre su centro. Asi, cada lado en su posicion girada distard
del centro siempre la misma cantidad: € valor de la apotema. Con €ello se ve que cada lado es
unatangente alacircunferencia, y su punto medio, € punto de tangencia.

Las demas figuras muestran la secuencia de los plegados, y la Ultima, el estado en que
guedan a final de los tres plegados mostrados, el cuadrado y la circunferencia. Continuando la
subdivisiéon de angulos tal como se ha mostrado, se puede llegar a aproximar la envolvente-
circunferencia cuanto se desee.

CONCENTRICA CON OTRA CIRCUNFERENCIA DADA, INTERIOR A ESTA

La solucion consiste en construir mediante lineas de plegado, los lados de un poligono
estrellado que ocupara una coronainterior alacircunferenciaoriginal. En € interior quedara,
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13.2

como subproducto, un poligono regular convexo cuyos lados son las mismas lineas de plegado:
la circunferencia buscada sera la envolvente de ese poligono y los lados de éste, 1as tangentes a
aquella.

n=16;p=3 n=16;p=5
Serd preciso recordar lo dicho en € punto 11 a propdsito de la generacion de poligonos
estrellados, asi como e punto 9.1 parala division de la circunferencia. Obsérvese como cuando
crece el paso, € radio de la circunferencia solucién disminuye.
El proceso es vdlido tanto si la circunferencia de partida esta recortada como s no; evi-
dentemente es mas comodo €l primer caso.

PAPIROFLEXIA Y COORDENADAS PLUCKERIANAS

Podria ocurrir que a definir una curva como envolvente de sus tangentes (caso de la
circunferenciaen el punto anterior 13.1.2, de la pardbola yavista en 1.2.4, o de otros casos que
veremos) nos quedemos un tanto defraudados. no terminamos de ver la curva hecha de sus
puntos como es |o habitual en la representacion cartesiana.

Sin embargo hay que admitir que la papiroflexia no maneja el plano de puntos de las
coordenadas cartesianas. Su propio nombre nos da la pista: trata del papel (el plano) plegado
(sobre el que se trazan pliegues, que no son Mas que lineas rectas en monte o en valle).

Asi las cosas, se ve que larepresentacion natural en papiroflexia no seala de sus puntos
(coordenadas cartesianas) sino la de sus rectas (coordenadas plickerianas). Lo normal es que €
punto sea un subproducto, la interseccion de dos rectas, por € que seguramente se hara pasar
después una nuevarecta.

Lo que nos ocurre en la préctica es que no hacemos papiroflexia pura, sSino que recurri-
mos, por necesidad, a ciertos instrumentos. Recordemos, pe, € punto 7.11 en el que hay que
llevar a plano las coordenadas de dos puntos.

Por lo dicho, y puesto que han de convivir, sera bueno clarificar la relacion entre coor-
denadas cartesianas, de puntos (x,y) y pltckerianas, de rectas (u,v). No vamos a entrar en més
desarrollos que los precisos para poder hacer después algunas comprobaciones.

EnlaFig. 1 tenemos larectat en la que se asientan todos sus puntos (x,y) y que tiene a
de abscisaen el origen y b de ordenada en el origen. Su ecuacion es:

a__b
a-x vy
gue puede tomar laforma
—lx—ly+1=0 (1)
a b

LaFig. 2 eslamismaFig. 1 ala que se ha afiadido la horma OP con un punto N (u,v)
tal que:
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1
ON=-— 2
OoP @)
Y Y
1 2
(0,0) (0,0) b
(xy) (xy)
t v/ /] " t
X B X
0(0,0) @0) o (2,0)
EnlamismaFig. 2 seveque:
OP =xcos + ycosa 3
Como también es:
u Y%
cosf=—— ; cosa=—- 4
& ON ON )
sustituyendo (2) y (4) en (3), setiene:
u %
OP=Xx—+y— ; uWw+w+1=0 5
on TV on vy (5)

(5) eslaecuacion plickerianade larectat y (u,v) sus coordenadas covariantes. Si com-
paramos (1) y (5) tendremos la relacion entre las ecuaciones cartesiana y plickeriana de la rec-
ta

(5), en laforma ux, +vy, +1=0representa el haz de todas las rectas del plano, con va-
riables (u,v) que pasan por e punto concreto (X1,y1)

v|Y

5 3

Para hallar la ecuacion tangencial (0 en coordenadas pliickerianas) de la circunferencia
de centro O (0,0) ala cual estangente en P larectat, bastardigualar a OP € radio r de la cir-

cunferencia
1 1 2 1 > o1
oP=r ; —-——=1r ;, ——=r ; r°= ;o Ut +Vve=—
ON Ju? +v2 u? +v? r?
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., . : : 1
Ecuacion tangencial de la circunferencia: u? +v? =— (6)
r

. cartesiana '’ : x?+y?=r?

4

t

X
A

En la Fig. 4 se ve la circunferencia de centro O y radio OP representada por diversas
rectas tangentes (u;,vi).
EnlaFig. 3 se puede validar (6):

1,1 _ 1
OA? OB? OP?

OA* +0B* _ 1
(oAxoB)® OP?
AB _ OB

ABxOP=0Ax0B ; 20 op gue es ciertadadala semejanzade los AAOB y BPO.

Por s se desea hacer comprobaciones semejantes, he aqui las ecuaciones pliickerianas,
reducidas a origen, de las otras conicas (conservando sus parametros caracteristicos):

Elipse: a’u® +b*v? =1
Parébola: pv® =2u
Hipérbola: a’u® -b*v? =1

Clertudio

; AB? x OP? = (OAx OB)

N
N AN N
y A\ NN
e N\ AN
4 \ AN
\ N AN
N\
\ 77N
N N\
AN
N N\
N N\
AN Vi N\
AN e A\
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13.3 ELIPSE

13.3.1 HALLAR SUSPARAMETROS

Supongamos la elipse e copiada en el papel p desde CAD sin ninguna referencia. El
proceso de plegado sera el que sigue.

G
B ¢
A D
A
B C
p
E
1. Como en lacircunferencia (punto 13.1.1):
A A ; B - B
Resultado: ejes AA”", BB” y consecuentemente el centro O.
D - AA’ ; A DA
E - BB ; BB
G- BB ; B - B
Resultado: €l rectangulo circunscrito alaelipse.
H-AA" ; B - B
Resultado: €l foco F.
F - OA’ . OO0

Resultado: el segundo foco F.

Observar que en el AB”OF surgido del paso 3, setiene:

2 _

BF? =BH?=a’=0B?+0F? :; a’=b’*+c

2

13.3.2 ELIPSE ENVOLVENTE DE SUSTANGENTES

136

Partimos del conocimiento de estos datos relativos ala elipse:

* Elvaordesusemigea.
» Lasituacion en el plano de susdosfocos F, F.

Ello equivale a que se nos dé una circunferencia de radio 2a con centro en F (circulo di-
rector cd) y laposicion de F en suinterior: ladistancia FF equivale a 2c (Fig. 1).

Asimismo sedaé circulo principal cp de Fig. 3 quetiene su centroen O y radio a.

La sistemética para obtener mediante plegado las tangentes de Fig. 2 esla siguiente:

Llevar un punto cualquiera P de la circunferencia a coincidir con F mediante €l plegado AB:
AB serdlatangente ala elipse. Si después efectuamos el pliegue F'P, lainterseccion T de los
dos plegados sera e punto de tangencia.

Lajustificacion esla siguiente:

FT+TF=FT+TP=2a (condicion de €elipse)
Luego T esun punto de laelipse. Para otro punto cualquierade AB, €l S pe, se cumple que:
FS+SF=FS+SP>FP=2a (AFSP)
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Ello quiere decir que cualquier otro punto de AB que no sea el T, no cumple la condicién de
estar en laelipse. Luego AB estangentey T su punto de tangencia.

La Fig. 3 muestra unarecta singular, con caracteristicas especiaes: esladirectriz d de la elipse
correspondiente a foco F. La directriz es un tanto desconocida en la elipse, aunque no en la pardbola.
Veamos en la Fig. 4 algunas cosas sobre ella.

d
En primer lugar, d eslapolar de F.
Ello quiere decir que d es € lugar geométrico de los polos de todas las rectas que pasan por F;
pe, P1 esel polo delarectalLM (polar de P,) tal que P, L y P;M son tangentes ala elipse.
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En estas condiciones, cualquier recta que pasando por P; corte asu polar y ala élipse, determi-
na la siguiente cuaterna armonica de puntos:

(PP PP)=-1 (1)

Veamos € significado de esta expresion. En la Fig. 5 se ha dedlizado P; hasta €l gje X de la
elipse de manera que (1) quede asentado sobre dicho gje de abscisas (ver los cuatro puntos redondea-
dos).

Si llamamos x; ala abscisadel 1% punto P” en la cuaterna (1), x, aladel 2°P”, x3 alade 3° P,
y X4 a del 4° P,, el significado de (1) es el siguiente:

XTX XX
X, = X5 X, — X,

En (2) son conocidas todas |as abscisas menos x3 a la que llamaremos x; sustituyendo en (2) los

correspondientes val ores conocidos, tendremos:

-1

—a-x.-a-c__,
a-x a-c
Despejando x, resulta como distanciade ladirectriz a centro de laelipse:
2
X:a_ (3)
c

He aqui el proceso para obtener la directriz d mediante plegados, tal como seve en laFig. 6.

6

1- F~ (obtenido segin 3 del punto 13.3.1) — Eje menor delaédipse; O - O
Resultado: E.

2- EF - EG;E > E.
Resultado: EH y por tanto C.
Resultado: d

Obsérvese que e vaor x de (3) es mayor que la abscisa del punto simétrico de F res-
pecto de su vértice en laelipse. Ladiferencia de abscisas es:

2 ):(a—c)2

a
< -(a+a-c
c c

gue siempre es positiva.

Por otro lado, lajustificacién geométricade (3) ladael AEF C que por ser rectéangulo en
E determina que la altura EO sea media proporciona entre los segmentos de la hipotenusa OF
y OC: a®> =cxOC.

Otra propiedad de la directriz d es la siguiente (Fig. 7): la razén de las distancias de
cualquier punto P(x,y) de unae€lipse aladirectriz (PE) y a su foco asociado (o = PF), equivale
alaexcentricidad deesaelipse (e=c/ a).
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Para probarlo hay que considerar la peculiar ecuacion de la elipse que a su vez liga ra
dios vectores y coordenadas cartesianas de un punto con sus parametros basi cos:

-cx+a’-ap=0

De ella se deduce p:a—Ex:a—ex

2
Como segun (3) hemos visto que OC a

=—=—, setendr&
c e
a
PE=0C-x=—-X
e
Asi, tendremos por fin:
a-—ex
Pﬁ: a —-e
— =X
e
AN
AN
AN
AN
AN
N \
N \
N
N
N N
N N
N
N
AN
AN
AN
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13.3.3 ELIPSE INSCRITA EN UN RECTANGULO

140

Recordemos primero cdmo una cdnica se genera a partir de haces proyectivos. LaFig. 1
muestralos dos haces V y V'’ inscritos en una elipse de manera que sus rayos correspondientes
Se corten en puntos de la propia elipse.

>HHH O

B

En unafigura asi, los dos haces son proyectivos, es decir, cortandolos por rectas cuales-
quieratales como laay laa’, determinan en ellas sendas cuaternas de puntos (redondeados en
el dibujo) con el mismo valor de sus respectivas razones dobles.

Laformade valorar esas razones dobles es la misma de (2) en e punto 13.3.2. La Unica
diferencia es que entonces la cuaterna era armoénica y por tanto valia —1; ahora, aguellas razo-
nes dobles tienen un mismo valor, pero puede ser cualquiera.

Es ocasion de recordar asimismo que una conica viene determinada por cinco puntos: €l
vértice del haz proyectivo y los cuatro extremos de sus correspondientes rayos

La Fig. 2 muestra la aplicacion de lo dicho més arriba a caso del rectangulo que cir-
cunscriba a la elipse. Tomaremos como veértices de los haces, los vértices By B” de la elipse,
gue son datos. Como recta a, el semigje OA y como a’, el segmento AD.

Dividiremos OA y AD en igua nimero de partes (siete en €l dibujo) y produciremos
mediante plegado los haces de vértices B y B” tal como se muestran en la figura. Las intersec-
ciones de las lineas de plegado correspondientes (redondeadas en el dibujo), serén puntos de la
eipse.

Esfécil constatar que las razones dobles de ambos haces son iguales:

2--3- 2--4-
b_gb b_,b
AD= 1 7.7 7 _4
o0 _gb ,b_,b 3
77 7 7

Para la comprobacion se han tomado los cuatro primeros rayos, pero las cuaternas pue-
den ir avanzando progresivamente.

Los puntos de los otros cuadrantes se pueden obtener por e mismo procedimiento o
usando de simetrias. Los vértices de la elipse, obviamente, también son puntos de la misma.
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13.3.4 ELIPSE: TEOREMA DE PONCELET.

Este teorema es aplicable alas tres conicas, €lipse, pardbola e hipérbola, pero aqui se va
a demostrar, mediante plegados, solo parala elipse y se desarrolla para uno de los focos; analo-
gamente se haria para el otro. Se enuncia como sigue (Fig. 1):

Si desde un punto P exterior auna elipse e se trazan las dos tangentesaellaPT y PT":

1- PF" esbisectriz del Ang. T'F'T (dngulos o« igualesy angulos o” también iguales).
2- Loséangulos T'PF = (5" y TPF = (5 son iguales.

LaFig. 2 sittaalaelipse e con su circulo director cd (punto 13.3.2), dentro de un rec-
tangulo de papel p. Asimismo se marcan en ellalas siguientes tres lineas de plegado en torno de
P: PX segun latangente PT” (en valle); PF (también en valle) y PC (en monte). Estas lineas de
plegado se llevan desde P hasta los confines del rectangulo.

cd €

La operacion de plegado consiste en forzarla hasta € aplastamiento (Fig. 3). Si desple-
gamos la Fig.3 para producir la 4, observaremos que el aplastamiento ha creado el pliegue PZ
en valle, con |las siguientes consecuencias.

* El Ang. CPG hadevaler 180° - Ang. XPF (ver el punto 8.2.8.5).
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* El nuevo punto G va asituarse sobre T después del aplastamiento porque:

- C - F (simetriarespecto de latangenteen T ; Fig.1 punto 13.3.2)

- CP - PF (mismasimetria)

-FG+GC=2a(radiode cd) =FT + TF (T, punto de la€lipse).

- En caso contrario, lalinea quebrada CGF" dentro de Fig. 3 no se enderezaria segun la recta
CGF deFig. 4 a desplegarse.

El resultado es que ACGP = AFTP por coincidenciade susvértices:. C=F, P=P, G=T.
Ello quiere decir que Ang. TPF = Ang. CPG
Por lo tanto,
Ang. TPF = Ang F'PT" = Ang. GPC = 180° - Ang. XPF *)
Ang. CPX = Ang. XPF  (simetriarespecto delatangenteen T).
Ang. FPF'=180° - (Ang. XPF + Ang. T'PF).
Ang. GPT = 180° - (Ang. XPC + Ang. CPG)
Ang. FPG = Ang. T'PG + Ang. FPT”
Ang. FPT = Ang. FPF+ Ang. FPT

Luego Ang. F'PG = Ang. F'PT : demostracién de la 12 parte del teorema de Poncelet.
*) demuestrala2? |, . "

Clertudio
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13.4 PARABOLA

Aunque en los puntos 1.2.5 y 4 ya se trat6 de la parabola, vamos a insistir ahora sobre
sus propiedades y forma de construccion.

1

o E

A

B C D | A B C

Como es sabido, pardbola es la conica cuyos puntos (P, P, etc.) distan o mismo de un
punto llamado foco (F) situado en su g e EF, que de unarecta (AD) llamada directriz.

Para obtenerla mediante plegados como envolvente de sus tangentes, €l proceso serd el
siguiente (Fig. 1):

» Tomar un punto sobre ladirectriz (A, D, etc.)

* UnirloconF.

* Trazar lamediatriz de AF, DF, etc.(PB, CH, etc.)

o Trazar lasnormaesaladirectriz por A, D, etc. (AP, DF, etc.)

» Hallar e punto (P, P'. etc.) de interseccion de esas normales y los pliegues mediatri-

ces (PB, CH, etc.).

» Lasrectas PB, P'C, etc. son tangentes ala parabola en los puntos P, P, etc.

La comprobacion es sencilla:

En virtud de que lalinea de plegado CH determinaunasimetriay a ser P* D € valor de
ladistanciadesde P aladirectriz, P es de la pardbolatal como se ha definido.

Por otro lado, siendo P* un punto de CH, esta linea de plegado ha de ser tangente a la
parabola ya que otro cualquiera de sus puntos, el P pe. dista de la directriz menos que del foco
(P71 <P’ D al ser éstahipotenusa 'y aquel cateto del triangulo rectangulo P | D).

Asi pues, si P es @ Unico punto de CH que pertenece a la pardbola, es que CH es tan-
genteaellaenP.

Yase ve que a haber tomado un rectdngulo como papel de partida, |0 que hemos estado
haciendo es llevar, desde A, puntos de la directriz a coincidir con el foco, y ello desde un ex-
tremo al otro de la base del rectdngulo. En esas coincidencias, las lineas de plegado son las tan-
gentes tal como se ven en la Fig. 2; en ella se muestran también, redondeados, |os puntos de
tangencia.

El procedimiento seguido lleva a que €l vértice V, sobre e e, y a media distancia de
foco y directriz, también es un punto de la pardbola, y la paralela VG por é adichadirectriz es
tangente alaconicaen V.

143




Jestis de la Pefia Hernandez

13.5 HIPERBOLA

144

Esla conica lugar geométrico de los puntos P tales que la diferencia de sus distancias a
otros dosfijos (losfocos F, F), es constante. Recordar €l punto 8.2.8.6.

LaFig. 1 muestra la obtencion de un punto P de la hipérbola 'y su tangente TT en €, a
partir de susfocosF, F', su centro O y su circulo director cd de centro F y radio 2a.

La operacion de plegado esla siguiente:

* Llevar F" acoincidir con un punto A cuaquiera de cd, para obtener lalinea de ple-

gado TT".

* Obtener € pliegue AF hastaque corteaTT .

» El resultado ser& P punto de lahipérbolay TT tangente en é alacdnica.
Justificacion:

P es de la hipérbola porque PF - PF = PA —PF =FA = 2a.

Ademés, TT es tangente en P porgue cualquier otro punto que no sea P (el G pe.) no
cumple la condicion de hipérbola: GF” - GF = GA — GF > FA =2 a (ver € AGAF). Luego si P
es el unico punto de TT en la hipérbola, es que TT es su tangente.

EnlaFig. 2 se han obtenido los puntos inferiores de la rama derecha de |a hipérbola con
sus tangentes asociadas. El mas algjado es € P’. Se ha obtenido también €l P que esdelara
ma izquierda (la correspondiente al foco F’). Ya se ve que estos puntos de la ramaizquierda se
obtienen a partir de los puntos de cd asentados en el arco convexo visto desde F (uno de sus
limiteseslatangente F* T que define |a orientacién de una de las dos asintotas).

Asi pues, para construir laramaizquierda hay dos alternativas: utilizar en e referido ar-
Cco Vvisto tantos puntos como los empleados en el resto del cd para la rama derecha, o hacer la
construccion andloga ala mostrada, pero para el otro cd” de centro F'.

En la Fig. 3 se ve como resulta la hipérbola completa (puntos redondeados), con sus
dos ramas.
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13.6 OTRASCURVAS

Al igual que las conicas son tratadas en papiroflexia como envolventes de sus tangentes,
vamos a ver otros tipos de curvas con un tratamiento anélogo, aunque no sean tales conicas.

13.6.1 ESPIRAL LOGARITMICA

Esta espiral, expresada en coordenadas polares, tiene por ecuacion
p =ke™ D
Esta representada en la Fig. 1 obtenida a partir de un hexagono. En ella se ve que los

angulos crecen en progresion aritmética de razon s y los radios vectores en progresion geo-

métrica de razén cosg . Esta correspondencia de progresiones aritmética y geométrica, ya nos

evoca los logaritmos, pero veamos el valor de las constantes de (1) para comprobar que la espi-
ral obtenida mediante plegados, es realmente logaritmica. LIamemos a a la apotema del hex&

gono:

Veértice p w

1 a 57
6

2 acosE 6E
6

3 acos? 7
6

4 acos® * 87—6T
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Vértice p ()

o - - ks
i—1 acos élg@ (i-1+ 4)6
. - e a)T

i acos élg@ (i + )6

Sustituyendo en (1) los dos ultimos valores de p,w tendremos.

u

acos 2 %@: kem(i+3 6 (2

acos*H b= ke Vs (3)
06 C
Dividiendo (2) por (3) setiene:
InB:ong
m=—J _ U= _ 02747161 4)
6

Llevando ahora (4) a (3) y asignando un valor cualquieraai (pe. i = 1), obtendremos el
valor de la otra constante k:
—SlnEcosEE

k=e O 50=ax2052801 (5)

1 2 3

Conocido el valor de las constantes m, k de (1) ya se puede comprobar la validez de di-
cha ecuacion aplicada a caso concreto de las Fig. 1,2,3. La primera de ellas muestra la serie de
tangentes ala espiral; la segunda, la espiral envolvente, y la tercera, el proceso de plegado que
Serd como sigue.

1. Producir lostres pliegues diametrales del hexagono (Fig. 1).
2. Plegar cadaradio sobre su radio contiguo para obtener las seis apotemas (Fig. 1).
3.3.OB-0OB ; A-A
Resultado: AC.
4. OD-0OD ; C-C
Resultado: CE.
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5. OG-0G ; E-E
Resultado: EF

6. Ol -0l ; F-F
Resultado: FH

13.6.2 CARDIODE

UN POCO DE HISTORIA

La concoide de una recta, conocida como de Nicomedes, se ve en laFig. 1. Lacurvac,
con dos ramas, viene determinada por larectar, el polo P y los segmentos iguales del tipo AB
=AB".

El caracol de Pascal (Fig. 2) es la concoide de una circunferencia c (de radio OP =)
respecto de uno de sus puntos P de manera que siempre se cumpla que AB = AD < 2r. Tiene,
también, dos ramas.

La CARDIOIDE deriva del caracol de Pascal, con esta condicion: AB = AD = 2r. La
curvaresulta simétrica, pero con una solarama. Su formarecuerdaaladel corazon (Fig. 3).
En esa Fig. 3 se muestra la cardioide por sus puntos (redondeados en los extremos de
sus radios vectores). Yase ve que a ser
OP=r ; AB=AP=A'B'=A'B"=2r
y teniendo en cuenta el triangulo rectangulo PAA”, la ecuacion polar de la cardiode sera
P =2r cosw + 2r

p=2r (cosw + 1)
LaFig. 3 se hadibujado dividiendo la circunferencia de radio OA en 8 partesiguales, |o

gue supone gue, a estar P en la circunferencia, |os angulos w tomen valores de:
22,5% 45° 67,5° 90° 112,5° 135°% 157,5°y 180°

V eamos cOmo esta construccion se puede conseguir mediante plegados del papel.

Para ello dibujaremos (Fig. 4) una circunferencia de centro O y radio 3r que dividiremos
en 16 partes igual es numerandol as ordenadamente.

A continuacién plegaremos las cuerdas que unan los puntosi — 2i delacircunferencia,
de laforma que se vera seguidamente. Esas cuerdas plegadas serén |as tangentes a la cardiode,
y ésta, la envolvente de aquéllas.
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1-2

24

4.8

8 - 16 Llegados a punto maximo 16, restar 16 (una circunferencia) y unir con €l
punto resultante, €l 0; como éste equivale a 16, la serie iniciadaen 1, ya se ha agotado.

Iniciar una nueva serie apartir del primer punto inédito, €l 3.

3-6

6 - 12

12 - 24 (24-16=28)

12 - 8 A partir de agui, queda agotada esta serie.
5- 10

10 - 20 (20-16=4)

10 - 4 Serie agotada.

714

14 -, 28 (28-16=12)
14 - 12 Serie agotada.

9. 18 (18-16=2)
9.2 Serie agotada.

11 - 22 (22-16=6)
11 - 6 Serie agotada.

13 - 26 (26 -16 = 10)
13 - 10 Serie agotada.

15 - 30 (30-16=14)
15 - 14 Serie y proceso agotados.
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13.6.3 NEFROIDE

A lafigura asi obtenida superponemos la Fig. 3 para constatar cdmo los extremos re-
dondeados de la cardiode se asientan, y de una forma muy especial, respectivamente sobre las
cuerdas 1,2; 2,4; etc.

Hay que probar ahora que €l proceso de plegado segun Fig. 4 equivale ala geometria de
Fig. 3. Para evitar lamarafia de lineas vamos a destacar en la Fig. 5 solamente |os elementos de
laFig. 4 asociados a w =45°y w = 292,5°.

4 4
5 3

10 B”

1 13
12
Centrédndonos en w = 45° (el razonamiento para cualquier otro w seria analogo), se ve en
Fig. 6 que al ser las proporciones de los segmentos tal como se muestran en ella, y a ser los
angulos marcados en O y A" iguaes a 45°, B’ coincidird con X, dando lugar a que
B4=2xB2y AB=2r.

La Fig. 7 muestra una cardiode obteni-
ble por plegado de cuerdas, para una circunfe-
renciadividida en 28 partesiguales.

LaFig. 1 muestra una curva nefroide (con
forma que recuerda a la de un rifién) obtenida
como la de Fig. 7 del punto anterior, pero apli-
cando alas cuerdas de plegado el pasoi — 3i.
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EVOCACIONES TOPOLOGICAS

Si nos atenemos a la topologia como ciencia de la continuidad de | as superficies, nos ve-
remos conducidos a andlisis de las cintas de Moebius y |os flexagonos, especialmente estudia-
dos por Miguel Angel Martin Monje.

CINTAS DE MOEBIUS

No son otra cosa que rectangulos de papel de longitud muy grande comparada con su
anchura, y que se pegan en sus extremos.

Imaginemos una cinta con su anverso de color rojo y su reverso blanco. Llamaremos
limite de discontinuidad a cualquiera de los lados mayores del rectangulo ya que constituyen la
frontera entre lo blanco y 1o rojo. Daremos por no existente la frontera entre los lados menores
yaque en ellos la cinta est4 pegada.

Vamos a analizar varios supuestos. Los dibujos mostrados son unidimensionales a fin
de evitar la confusion de los mismos.

1. Si pegamos los extremos rojo sobre blanco, sin torsionar la cinta (cero torsiones), la habre-
mos convertido en una superficie cilindrica blanca en el lado convexo y rojaen e concavo.
Si ahora imaginamos una hormiga avanzando por la superficie blanca sin atravesar los li-
mites de discontinuidad, dara infinitas vueltas siempre sobre la misma superficie blanca. Si
hubiéramos situado |a hormiga sobre la cara concavaroja, € efecto habria sido analogo: dar
infinitas vueltas sobre € color rojo.
Asi pues, para un pegado R / B, cero torsiones, n (par o impar) cortes (paralelos a limite de
discontinuidad y equidistantes), €l resultado serg, Fig.1, n cintas independientes, de la mis-
ma configuracion y longitud que lacintainicial y anchural/ n.

©1© >

2. R/ B; nimero par de torsiones (la Fig. 2 tiene dos torsiones); cero cortes. No hay transicién
de un color a otro, tal como sucedia en el caso 1. La longitud y la anchura son las origina-
les.

3. R/ B; 2 torsiones; un corte. El resultado (Fig. 3) es: dos cintas entrelazadas con la misma

=N

configuracion delaFig. 2 cadaunade ellas.

4. En € caso 3, conservamos la cintade laizquierdatal como esta, y alaotrale producimos un
corte. El resultado es que la cinta de laizquierda no se altera, y la de la derecha se divide en
dos de longitudes como la original y anudadas entre si y con lade laizquierda.
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/\
. /) b
4 </
5. Pegado B / B; unatorsion; un corte. Resultado (Fig. 5): cinta de longitud doble que la origi-
nal y anchuramitad. La hormiga pisa, sin solucién de continuidad, sobre rojo y blanco.

5

6. Pegado B / B; unatorsién; dos cortes que se producen como uno solo continuo. El resultado
es (Fig. 6): dos cintas entrelazadas de la misma anchura (1 / 3 de la origina); una, de lalon-
gitud original y la otrade longitud doble.

| Q

- — :} dos cortes

7. Pegado B / B; unatorsion; tres cortes. @) los dos primeros se producen como uno sblo conti-

- e
- — — )

nuo de longitud doble que la original dando lugar a una cinta de esa longitud doble y ancho
1/ 4. b) e otro corte, que después del corte @) resulta ser e del medio, tiene longitud igual a
laoriginal y esindependiente del @), produce una cinta de longitud doble que la original, an-
chural/ 4, anudada consigo mismay con €l bucle a). Ver Fig. 7.

8. Pegado B / B; tres torsiones; un corte. El resultado es una cinta de longitud doble, ancho
mitad, y doblemente anudada sobre si misma. (Fig. 8).
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@
9. Pegado B / B; tres torsiones; tres cortes. El resultado es: dos cintas independientes, ambas

de longitud doble que la original y de anchura 1 / 4, anudadas cada una sobre si mismay
ambas entre si. (Fig. 9, donde se resalta una de las cintas).

En todo lo anterior se apreciala variedad de posibilidades que se pueden derivar
de las cintas de Moebius. Sdlo falta afiadir que la proporcién de anchura, longitud y curvaturas
de los diversos bucles proporcionan figuras de gran belleza.

14.2  FLEXAGONOS

Podemos definir a flexdgono como un poligono flexable.

El flexagono mas elemental es ése cuya construccion se desarrolladesde laFig. 1 ala 8.
Fue descubierto por A. Stone mientras se entretenia con las tiras de papel de5/ 8 ” de anchu-
ra resultantes de igualar folios americanos con ingleses. Claro que, ademés, A. Stone era un
inglés que hacia su postgrado de mateméticas en Princetown.

| AV :
:
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Ya se ve por qué dije antes que los flexagonos se parecen a las cintas de Moebius: son
esas mismas cintas aplastadas. Observando luego su funcionamiento se veran sus connota-
ciones topol 6gicas contemplando la continuidad sin fin de sus superficies.

ABC

Veamos el proceso de plegado. LaFig. 1 parte de unatira de papel triangulada como en
la Solucion 1 del punto 8.2.3. En lamismaFig. 1y enla 2 seindican los pliegues que han
de hacerse para conseguir la 3; en ésta se quiere indicar que el AY ha de plegarse sobre el X
para ser pegado con €.

En la Fig. 4 resultante numeramos con un 1 los seis tridngulos vistos en e anverso, y
con un 2 los del reverso. A continuacion producimos, en la misma Fig. 4, los pliegues en
monte y valle tal como se indican, prestando especial atencion a esto: |os triangul os vistos
gue confluyen, respectivamente, en A,B,C no tienen solucion de continuidad en el papel,
mientras que los otros, si; por tanto, los pliegues en monte y en valle deben hacerse como se
indicay no girandol os 60°.

Asi nos situamos en la Fig. 5 que muestra € inicio de la maniobra para conseguir que
los puntos ABC se retinan en el vértice inferior de la Fig. 6. Consumada en esta Fig. 6 la
operacion, aparecera un nuevo hexégono visto, sorprendentemente, con sus triangulos sin
numerar. Numerémoslos con un 3 tal como muestra la Fig. 7; se puede comprobar que €l
reverso de estaFig. 7 es el de numeracién 1.

C A
/ 8 1 3 2 1 3
2 1 3 2 1
/ > B ()
X ) 1 3 2
3 2 1 3 Y

LaFig. 8 eslamisma 7 desplegada y con los triangulos XY despegados. En su anverso
y reverso muestra la distribucion de unos, doses y treses (6 de cada uno en total) asi como
lostridngulos X e Y y los vérticesA, B C.

Si apartir delaFig. 7 se manipula el flexagono como se hizo antes, se podra comprobar
la aparicion sucesiva de hexagonos con estas combinaciones en sus anverso / reverso: 1/ 2;
1/3;2/3.

Hasta aqui hemos conseguido construir un tri-hexa-flexégono: un flexadgono de base he-
xagonal de tres caras (las marcadas con 1, con 2 y con 3). Pero este flexdgono admite cier-
tas variaciones. Pe. sobre cada una de las tres caras aludidas podemos dibujar tres figuras
distintas con simetria interna dentro de los hexagonos. Al manipular este flexdgono, y con-
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tando anversos y reversos nos encontramos como antes con dos caras 1, dos caras 2 y dos
caras 3, pero con la particularidad de que las dos caras 1 son distintas entre si, igualmente
las dos caras 2 y las 3. Asi pues tenemos un total de 6 caras distintas en vez de las 3 de an-
tes (aunque siga siendo un tri-hexa-flexadgono). Esto se ve en la Fig. 9 que cuando es
desplegada dalugar ala 10 : todo ello sugiere un pequefio caleidoscopio.

P &

3 3

R S L,
! e ¢

C A
2 1 3 2 1
B ;
X 2 1 ’ 2
3 2 1 3 Y

Avanzando un poco mas, hay que decir que los flexdgonos no han de construirse nece-
sariamente a partir de tiras rectas de papel, ni siquiera en base a tridngul os equil teros.

11

LaFig. 11 inferior muestra el desarrollo de una tira que, debidamente plegada, dara lu-
gar a un hexa-hexa-flexagono: un flexagono de base hexagonal con posibilidad de seis ca-
ras. La superior es la base de otro flexagono distinto. Asi pues, se pueden obtener tri, hexa,
octo ... ene-hexa-flexagonos, aungue la acumulacién de papel dificulta el flexado.

Mirando las Figs. 8 y 10 se aprecia la dificultad de establecer las lineas de plegado y su
naturaleza (monte o valle) para que € resultado final sea el hexagono deseado (siempre pe-
gando losdos tridngulos extremos). A. Stoney P. Jackson han desarrollado no yalas for -
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mulas, sino un proceso gréfico bastante elaborado para poder plegar adecuadamente la tira
inicial.

En materia de flexdgonos hay que olvidarse de las férmulas del célculo combinatorio
dada la enorme cantidad de restricciones que tiene el proceso: 1os mateméticos no lo tienen
aun plenamente resuelto.

Como se dijo antes, los triangul os equilateros, base de los hexaflexagonos, pueden sus-
tituirse por cuadrados para dar lugar a los tetraflexégonos. Y es més, los flexadgonos no tie-
nen por qué ser planos como |os vistos hasta agui: pueden ser espaciales.

Estos utilizan la misma materia prima que los otros, es decir, triangulos equil&teros o
cuadrados que al final se manifiestan en combinaciones de cubos, paralelepipedos o tetrae-
dros en vez de poligonos.

Yaapunto de satar de 2 a3 D, mostraremos por fin un flexagono espacial. Estas varie-
dades, al igual que los flexagonos abiertos (rectangulos encadenados a manera de biombos)
se algan delaconcepcion inicial de tira pegada en sus extremos.

El que se muestraen las Figs. 12 a17 esorigina de R. Neal. LaFig. 12 esla planta de
partida con indicacion de los plegados a efectuar para conseguir la 13. Desde ésta 'y forzan-
do la base en su centro hacia abgjo se consigue el aplastamiento total para dar vista a las
cuatro caras 1 como seve en laFig. 14. Estas caras 1 se ven en la Fig. 12 situadas en su lu-
gar: precedidasde A, en el anverso, y de R en €l reverso.

13 14

\
|
\
N B
AL >
™
Al

R1 7,7,#»,777

\
\
|
I
\

\
\
\

S

[T

26%

El resto de las figuras muestra algunas de las manipulaciones espaciales posibles.
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DE LA 22A LA 3DIMENSION

Todo lo visto hasta aqui ha tenido un tratamiento bidimensional. Aunque haya que ma-
tizar esta afirmacion: la matizacion alcanza desde la tridimensionalidad del papel (grueso 2.500
veces menor que el lado del mayor cuadrado obtenible de un DIN A4), pasando por el volumen
anadido al superponer papel con aplastamiento, por las figuras modulares aplastadas con algo
de volumen (punto 8.3.4), hasta llegar alos teselados en bajorrelieve (caso 3 del punto 12).

De este tipo de figuras partiremos para dar €l salto ala 32 dimensién. Asi tenemos el de-
sarrollo de la Fig. 1 que, cuando se pliega segun esté4 indicado en ella, da lugar a la composi-
cion tridimensional elasticadelaFig. 2.

N N N AN N AN N N N
» e Ve Ve Ve Ve Ve Ve e Ve
%
AN N AN N N N N AN N
| / 7/ 7/ 7/ 7/ 7/ 7/ / 7/
%
AN N AN N N N N AN N
| / 7/ 7/ 7/ 7/ 7/ 7/ / 7/
%
N N N AN N AN N N N
| / 7/ 7/ 7/ 7/ 7/ 7/ / 7/
%
AN N AN N N N N AN N
Precisamente por ser elastica permite una serie de bellas transformaciones. Veamos al-
gunas:

| 2
3- Planta de una cuasi€lipse.
4- ldem de una cuasihipérbola. .
5- La cara AB se adapta a cual- M
quier arco de curva que se le

oponga (circunferencia, parabola,

etc.).
6- Seccidn cuasitorica. 5 ﬁ
G y, . -

En realidad es muy fécil pasar de la22ala 32 dimension; bastap e. indicar en 2D que un
pliegue ha de hacerse, no a tope como es habitual (180°), sino a angulo que se indica en un
plano normal alalineade plegado.

Vedmoslo en € paso delaFig. 7 ala8: aun rectdngulo que recibe tres cortes, sele plie-
ga 75° en torno a AB, € trozo superior central. LaFig. 8 yaes unafiguratridimensional.

Vamos a aprovechar la ocasion para mostrar, de nuevo en 2D, una figura paraddjica, la
11, obtenida en el proceso 8,9,10: En 7 dimos tres cortes, mientras que en 11 aparecen cuatro.
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m
[N}
m
[N

|

11

Otraformade indicar e angulo de plegado en el espacio es sefialando sobre la propia li-
nea de plegado el valor del angulo diedro que se quiere construir (T. Kawasaki). En realidad se
trata de completar los datos del proceso: en Fig. 12 se muestra una pareja de angulos en grados
sobre cada charnela; €l conjunto de los primeros sirve paralaFig. 13 y € de los segundos para

13

‘ 90; 169
12 90; 144 180; 135

/

90; 161 90; 159

90; 153
180; 127 ‘

laFig.14 (valores aproximados en este segundo caso).

Conviene hacer algunas aclaraciones a estas tres Ultimas figuras.

Resulta evidente que en € punto O de la Fig. 12 no se dan todas las condiciones del
punto 8.2.8.5 para €l aplastamiento: es que realmente no lo hay; lo que se produce es una forma
espacial.

Se dice antes que los diedros de la Fig. 14 tienen un valor aproximado. No puede ser de
otraforma: los cuadrilateros de laFig. 12 que a final siguen siendo los mismos en Fig. 13, tie-
nen en cambiosus veértices sometidos a giros compuestos en las fases intermedias del proceso
de Fig. 14, de tal manera que los tales cuadrildteros dejan de ser planos durante ese proceso.
Proceso que, sin embargo, es posible gracias aladocilidad del papel.

Digtinto es €l caso de laFig. 15 (asimismo de T. Kawasaki) en la que también se mues-

tran sobre cada charnela dos valores en grados para los diedros: e primero paralaFig. 16 y €
segundo parala18.
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| 16
15 90; 90 |
| \
|
90; 90 0 180; 169.1
— — = — oK — — — —] D
/
/
;1195 gpi791 O 1195
/
/
E A B
17 18

E

Hay que aclarar dos cosas. a) Las lineas en monte o valle de las Figs. 16, 17 y 18 no
siempre se corresponden con las de Fig. 15 ya que en aquéllas se representan segun € punto de
vista espacia de la perspectiva. b) Los valores de los diedros en Fig. 15 no tienen signo inten-
cionadamente: toman el valor mas significativo ofrecido a punto de vista.

LaFig. 17 ayuda a obtener €l valor a delos dos diedros de Fig. 15:

Diedro en OE = Ang. ACD =2 Ang. BCD

EA=AB=BD=DE=1 ; CD:i
J2
El ABCD esrectanguloen D, y en é:
tg BCD :E—E ;' Ang.BCD = Arctg+/2

a = Ang.ACD = 2Arctg+/2 =109.47°

Andogamente se habria obtenido el mismo valor de a parael diedro en OB.

Diedro en OA = Ang. EAB = 90°, comprobable en la Fig. 16 mediante |os datos aporta-
dos por €l dibujo y los programas de calculo complementarios al CAD. De hecho, todos los
diedros estan calculados de esta manera.
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En la Fig. 18 se puede apreciar como el angulo poliedro O (DBAE) se puede bascular
sobre su base DOE desde la situacion de Fig. 16 hasta la coincidencia de B con E, y ello con
total libertad ya que son triangulos las figuras en juego (frente alos cuadrilateros de laFig. 14).

Otra cuestion a sefidar es que las Figs. 12 y 15, que por supuesto dan lugar alasfiguras

3D ya estudiadas, originan también subfiguras 2D en |los entornos de las charnelas con diedros
de 180°.

Vamos a profundizar ahora en el proceso 2D — 3D - 2D que ya seVvio en € caso 2A
del punto 12. Alli manejabamos un octégono; aqui trataremos con triangulos escalenos. Cada

<

tripleta de figuras (pe. 19,20,21) se sitian en el orden 2D, 3D y 2D (aplastamiento).

23 2
T

Se observa que las cuatro figurasiniciales (19, 22, 25y 28) son geométricamente idénti-
cas. € triangulo central es el mismo que se somete a unatorsion de 40° (a = 20°).

=

Se diferencian Unicamente en como se combina € carécter monte o valle de sus lineas
de plegado.

30
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La Fig. 31 es un detalle de la 28 con algun afiadido. En ella se ve como para el nodo A
se cumple la condiciéon de suplementariedad de angulos alternos dada la configuracién me-
diante paralelas, de los angulos a adosados a los lados del triangulo central.

En efecto, el angulo encirculado a y el y son suple-
mentarios por ser internos del mismo lado de una secante, asi
que a y ytambién lo seran.

En todos los casos se puede apreciar el cumplimiento
de todas las condiciones de aplastamiento en todos los nodos.

Es notable observar que, aunque en todos los casos se
llega al aplastamiento, en la primera y ultima tripleta ello se
consigue con docilidad continua, a la manera que se pliega un
acordedn. En cambio, en las dos intermedias, la docilidad es
forzada: para mantener plano el triangulo y las superficies en-

tre paralelas, se obliga a las otras superficies a adoptar una forma desarrollable reglada: en estos
dos casos todos los lados del triangulo se pliegan o0 en monte o en valle; en el primero y Gltimo
caso, no.

Otra curiosidad es que, ademas de ser geométricamente iguales las cuatro figuras de la
izquierda, como ya se dijo, las cuatro de la derecha también lo son entre si (Sus perimetros son
superponibles), aunque sus plegamientos internos son todos distintos.

Recapitulando: con a = 20° se ha podido llegar al aplastamiento con cualquier combina-
cion de lineas monte / valle en el triangulo; ello es asi porque 0 < a < 30° Si fuera30 < a <
60°, el aplastamiento se conseguiria s6lo cuando en los tres lados del triangulo hubiera alter-
nancia monte / valle. Si 60 < a < 90°, el sistema no es aplastable.

Las condiciones anteriores son validas para los triangulos. En el caso del octégono
mencionado antes, pe., al sumar todos sus angulos 1080°, los anteriores limites para a de 30; 60
pasan a ser 67,5; 135. De hecho, en la Fig. 1 del caso 2 A (punto 12) es a = 67,5° y todos los
lados del octégono se pliegan en monte.

Préacticamente en todos los casos vistos hemos necesitado someter el papel a multiples

32

pliegues para dar el paso de la 22 a la 32 dimensidn. Algunas veces se han apuntado, incluso,
superficies desarrollables. Pues bien, P. Jackson y A. Yoshizawa explotan a increibles limites
de belleza la obtencion de formas espaciales con un minimo de plegados y con la colaboracion
del papel en modo desarrollable. Al primero de ellos corresponde la Fig. 32 lograda con tan
solo un pliegue.
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No es la primera vez que utilizamos la tijera; ademas ahora la vamos a acompaiiar de lapiz y
cortador. Pero si serala primeravez que demos razon de ello.

Los papiroflectas puros tienen vetados tijeray 14piz, pero como este libro no es papiroflexia pu-
ra, sino aditivada con matematicas, bien se puede permitir algunas licencias.

Lalicencia de cortar, fundamentalmente, nos va a permitir, combinada con e hecho de plegar y
adobado todo ello con recursos geométricos tales como girar, trasladar y producir simetrias, obtener
figuras tridimensionales a partir de otras bidimensionales muy elementales. El resultado son figuras de
belleza sobria aptas para la arquitectura o la escultura. Como es natural en estas artes, la luz es adorno
imprescindible para estas figuras. No se pueden olvidar las aportaciones de R. Razani o M. Chatani.

El proceso de paso 2D - 3D recuerda alos libros de cuentos infantiles en los que a pasar p&
gina aparece, desplegado en el espacio, un nuevo episodio de la princesa en su jardin, la escena de un
teatro o la selva plagada de animales feroces. Todo ello muy barroco para llamar la atencion de los
lectores. Donde no aparezcan tijeras el corte se indica simplemente por unalinea de puntos.

34

35
ZNVAN

?

161




Jestis de la Pefia Hernandez

LaFig. 34 eslamés simple que puede darse. Y 1o mas fascinante.
LaFig. 35 es el unico g emplo de entre estos cinco ultimos que descarta un trozo de papel cor-
tado. Seria una mascara picassiana que puede adoptar distintas actitudes.

36

LaFig. 36 vale tanto para disefio de mobiliario como para decoracion mural.

37

Por fin, laFig. 37 es una buena expresion de lo que pueden dar de si las lineas rectas debida-

mente administradas.

16

APLASTAMIENTO: RELACION ENTRE DIEDROS Y ANGULOS PLANOS.

En latransicion desde la figura plana en 2D a la aplastada, también en 2D, se producen
situaciones 3D con determinados angul os diedros.

Parece razonable buscar la relacion entre esos angulos, pero resulta que aquella relacién
no es ni directani sencilla. Y no lo esni siquiera para unafiguratan elemental como la 1.

La solucion podria venir de un programa de calculo ad hoc, un tanto engorroso que fue-
ra resolviendo |os pasos que cabe hacer con un programa CAD de dibujo. Optaremos por esto

ultimo.
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LaFig. 2 esla 1 transformada mediante su giro segun un diedro de a® en OX. En € di-

bujo se hatomado a = 40° para tener e correspondiente &ngulo obtuso de 140°. Sin embargo,
para poder dibujar laFig. 2 es preciso dar 10s pasos que se indican a continuacion.

D
1 v
C
\
NP ]
X 0 X
/
A B
E

Sigamos con Fig. 2. En aquel giro, AB (paralela a OX) tiene su imagen en A'B” (tam-
bién paralela a OX). Por tanto, en cualquier posiciéon de ese giro es AA"= BB’. Se tiene enton-
ces que los tridngulos APA” y BOB son iguales por ser iguales, respectivamente, sus tres lados.
Ello hace que Ang. APA"= Ang. BOB’. Por estar estos angulos, respectivamente, en planos

normales a (- XO) y (XO) esos angulos miden e valor de los diedros en (- XO) y (XO): los
diedros en cuestion son, pues, iguales.

Busguemos ahora el valor de los otros diedros en OD y OE que por simetria son iguales.
EnlaFig. 2sevequeed vaor de esos diedros es el del angulo BCN que vamos a averiguar.

N
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LaFig. 3 eslal desglosada en dos semifiguras, por traslacion. En la Fig. 4 aquellas dos
semifiguras se ven plegadas seguin los diedros definitivos (angulos obtusos) de 140° en (XO) y
(- XO).

St

E

La Fig. 5 traslada las dos semifiguras espaciales de la 4 hasta la coincidencia de los
puntos DE.

Para pasar desde la Fig. 5 a la definitiva 2 habra que girar la semifigura de laizquierda
en torno a DE un éngulo igual a O"FO.

Siendo F el punto medio de DE, € angulo O'FO es & que mide € valor del diedro de-
terminado por los planos O'DE y ODE.

Con ese ultimo giro se hara coincidir O y O, obteniéndose como consecuencia, laFig. 2
definitiva. Medido en esa Fig. 2 el angulo BCN resulta ser de 113,329°. Y ello para Ang. DOX
= 123,597° y diedro obtuso en OX = 140°. El Ang. O"FO vale 54,4823°.

E;D

LaFig. 6 seriala 2 llevada a aplastamiento total.
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171

SUPERFICIES DE PAPEL

Recordemos primero cdmo las curvas planas se podian representar de dos maneras (punto
13.3.2, elipse): por puntos, Fig. 4, 0 como envolventes de sus tangentes, Fig.2.

Empleando una analogia, Ilamaremos superficies reales a aguellas en las que el papel es
el conjunto de todas sus infinitas generatrices rectas (superficies regladas).

En este grupo se enmarcarian las Figs. 23 y 26 del punto 15, en los términos que ali se
describen. Asimismo, laFig. 32 del mismo punto 15 y los conos mostrados en las Figs. 1,2y 3
del punto 13. Sobre estos Ultimos volveremos d tratar las cuédricas.

Siguiendo con la analogia, |lamaremos superficies virtuales a aquellas que hay gque adi-
vinar como envolventes de una cantidad discreta de generatrices, que a su vez no son otra cosa
gue intersecciones (lineas de plegado) de planos de papel.

SUPERFICIES REALES

Vamos a afiadir algunas més, a las ya mencionadas. En primer lugar, las Figs. 1,2y 3,
semejantes alas desarrolladas por T. Tarnai.

S

fioel

)
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LaFig. 1 esd plano de plegado, y l1a 3 es la que se consigue después de plegar. Esta ul-
tima puede dar la impresion de que todas las superficies obtenidas son planas (desconfiar de
fotografias retocadas), pero no es asi. Conviene dejar esto bien establecido para evitar frustra-
ciones con la g ecucion.

Evidentemente, las superficies triangulares de lados rectos si son planas. También pue-
den serlo otras superficies poligonal es (cuadril ateros, especialmente) cuando ninguno de sus la-
dos es curvo.

Pero la superficie de papel que esté delimitada por alguna curva, no puede ser una su-
perficie plana: la relativa docilidad natural del papel conduce a una composicién de triangula-
ciones planas y superficies conicas hechas de generatrices rectas.

Esto ultimo se ha puesto de manifiesto en la Fig. 2. No ciertamente en todos |os casos,
pero si en los més llamativos con € fin de no embrollar lafigura

El hecho de que no resulten planas aguellas superficies parciales, no resta belleza al
conjunto, que puede dar lugar a modelos escultéricos muy vistosos, particularmente en piedra,
y con més dificultad, en gjecuciones de chapas metdlicas.
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LaFig. 4 esd pseudotetraedro de T. Yenn. En ellase ve, alaizquierda, el plano de ple-
gado, en €l centro lafiguraespacia y aladerecha, el detalle de sus superficies regladas. Con la
excepcion de los pequerios triangul os equil&eros centrales, e resto esté constituido por superfi-
cies regladas de generatrices cilindricas que dan la sensacion tanto de abombamientos como de
depresiones.

A proposito del plegado curvo, una recomendacion préctica: € pre-plegado se facilita
con la presién de una ufia.

— T

Conviene recordar que las superficies regladas por conjuntos de generatrices conicas y
cilindricas se parecen en e hecho de tener un punto comun y apoyarse en una directriz. En €
caso de las cilindricas, € punto comin es el del infinito de las rectas (son todas ellas paralelas
entre si y por tanto paralelas a cualquier plano que contenga a una de €llas), y en el caso de las
conicas es un punto real.

La Fig. 7 es otro gemplo. La descubri al disefiar tiras de rectangulos argénticos para
construir € pentagonododecaedro bobinado. Los pequefios rectangulos de Fig. 5 son argénti-

ANZRVZR
5 JINLINLZIN
/] AN
\ , \\ ’ N // . ’
ANVANYAAE
/NN
N

cos, y € de la derecha constituye el médulo para construir la 6. El plegado de la 6 conduce ala
7. Por cierto, en todas estas figuras (3,4,7) no se da ninguna indicacion sobre como cerrarlas: 10
més préctico es aplicar discretastiras de celo.

Como se ve, laFig. 8 es unaampliacion del correspondiente rombo de Fig. 7. En ellase
ve que & rombo BDFH (no existe tal rombo porque el cuadril&tero no es plano) esta constituido
en realidad por:

» dostriangulosisosceles AHG y CDE.
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* lasuperficie cilindrica ABCEFG limitada a su vez por las generatrices AG y CE, y
los arcos de hélice AB, BC, EF, y FG. Como estas hélices se superponen alo que en
la Fig. 6 eran lineas de plegado en monte (y en la Fig. 8 se manifiestan como BH,
BD, FH y FD), en los vértices B y F se producen tensiones que €l papel resuelve con
unas minimas deformaciones.

Veamos alin un gemplo mas de superficie real, en este caso debida a A. Ratner (“PA-
JARITA”, N° extraordinario de 1996). Para desarrollarla partiremos de la Fig. 2 del punto
7.15.2 que compl etaremos para producir €l plano de plegado de la actual Fig. 9.

De ella hay que resaltar la conveniencia de producir todos los plegados en valle (seg-
mentos horizontales) que permita el papel hasta la proximidad de O (en progresion geomeétrica
decreciente).

LaFig. 10 se deduce de la 9: Los triangulos OAB y OA B’ se convertiran en sendas su-
perficies cuasicilindricas cuyas generatrices son las respectivas paralelasa AB y A'B’".

No son superficies cilindricas plenas porque aunque las lineas OA y OA” guedan libres
paratomar su curvatura, las OB y OB” quedan constrefiidas en forma de poligonal es abiertas.

A ambas superficies les cuadraria e nombre de espiroides porque sus directrices son
unas espirales no planas sino helicoidales (Fig. 11)

Hay que decir que laFig. 11 resultatan bella en larealidad, que ni una fotografia ni una
perspectiva dan medida de su belleza: hay que gjecutarlal (cosa muy sencilla, por otra parte).
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17.2 SUPERFICIES VIRTUALES

Partamos de laFig. 9 del punto 17.1 para obtener la 1 del presente punto 17.2. Con €ello

hemos despojado a la Fig. 11 de dicho punto 17.1 de las dos espiroides con € fin de ver mas
claramente |o que ocurre con el plegado de la parte central de aquellaFig. 9.
Lapresente Fig. 1 es plegable hasta el aplastamiento segiin se ve en laFig.2. Pero tam -

bién se puede dejar en plegado libre espacial ya que da lugar a una B 2
figura eléstica (recordar las Figs. 1y 2 del punto 15) debido ala a-
ternancia de plegados en monte y en valle.
Por ello es posible conseguir una disposicion como la de la
Fig. 3 en la que todas las generatrices en monte sean paralelas a pla-
no horizontal (lo que, evidentemente, no quiere decir que sean para- ‘VA\'
lelas entre si). ’V‘"
Esas generatrices se apoyan a su vez en sendas poligonales
abiertas que tienden a las dos curvas espirales helicoidales vistas en
el punto 17.1.
La Fig. 4 muestra esas dos curvas, de manera gque la superfi-
cie reglada virtual determinada por aquellas generatrices horizontales B

plegadas en monte, es un cuasiconoide.

T
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Un conoide es una superficie reglada que posee:
» Unadirectriz rectilinea propia

* Un plano director no paralelo adlla.

» Otradirectriz curvao recta

Asi pues, la superficie de Fig. 4 no es un conoide en sentido estricto porque aungue tiene el
plano horizontal como plano director, tiene dos directrices curvas en vez de tener al menos unarecta.

A manera de ilustracion se muestran sendos conoides en las Figs. 5 (escalera de caracol) y 6
(conoide de Pliicker). Ambas tienen como plano director, e horizontal. Como directrices, la Fig. 5
tiene & ge de un cilindro en posicién vertical, y una hélice asentada sobre la superficie cilindrica.

o B

LaFig. 6 tiene como directriz, a una generatriz del cilindro; la otra directriz es una elipse asen-
tada en la superficie cilindrica de manera que un vértice de su gje mayor estd sobre la otra directriz
rectilinea del conoide. En ambas figuras las generatrices estan resaltadas.

UN CONOIDE DE PAPEL

La Fig. 7 muestra un conoide obtenible mediante plegados. Se trata de una superficie reglada
Cuya generatriz se apoya a intervalos iguales en las diagonales cruzadas de dos cuadrados que, con un
lado comun, forman un diedro de 90°. El plano director, tal como se ve en laFig. 8 es el plano coorde-
nado x = 0.

EnlaFig. 8 se velaestructura necesaria para poder obtener en un sencillo programa de célculo,
las longitudes de |os plegados en monte y en valle que permitirdn después dibujar los tridngul os adosa-
dosdelaFig. 9: estaFig. 9 es precisamente el plano de plegado.

Los datos que han de aportarse a programa son simplemente el lado a del cuadrado y la canti-
dad n de partes en que se dividira su diagonal. En el dibujo se hatomado n = 8. En laFig. 9 los lados

a2

menores de todos los triangulos valen ——
n

Veamos cuanto ha de valer la longitud de un plegado monte y de otro valle. Por g emplo, para
lospuntos7y 3: m(7) y v (3).

m(7)=\/§><2§ +§XG§ equivalente a m(i)=%\/(n—i +1F + (i -1)°

169




Jestis de la Pefia Hernandez
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xsg esceair: V()= 2 (-1 +1+ (1-1)

L os conoides son superficies alabeadas regladas (de generatrices rectas) no desarrollables. Una
superficie es desarrollable cuando los planos tangentes a ella a lo largo de todos los puntos de cual-
quier generatriz, se confunden en uno sdlo y Unico plano tangente (piénsese en e plano tangente a un
cono alo largo, naturamente, de una de sus generatrices).

En una superficie alabeada, en cambio, los planos tangentes a ella en los distintos puntos de una
generatriz varian, girandose de una posicién a otra, alo largo de la propia generatriz.

Ver como en Fig. 5 son distintos los dos planos tangentes al conoide, en cualquier generatriz,
segun que se tomen sus dos puntos extremos. Otro tanto se puede ver en laFig. 6.

Conviene aclarar que laFig. 7 es asimismo un conoide y como tal, superficie reglada alabeada.
Por tanto, laFig. 9 no es el desarrollo dela 7 ya que la superficie no es desarrollable: es, como se dijo,
el plano de plegado que exige recoger papel, mediante plegados, para obtener la superficie virtual.

UNA COLUMNA SALOMONICA

Para terminar con los g emplos de superficies virtuales, vamos a analizar estainteresante y muy
bella g ecucién de N. Nagata.
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Y lo vamos a hacer empezando por el final. La generacion del dibujo espacia se produ-
ce en CAD delasiguiente manera

» Partir de un cuadrado de base AB = ay centro O, Fig. 10.

» Girarlo en su plano en torno a O un éngulo w en sentido horario.

» Elevarlo después unaaturah alo largo delanormal por O a plano del cuadrado.

* Repetir laoperacion n veces sucesivas girando w el ultimo cuadrado y elevandolo h.

» Asi se obtiene laFig. 11 que ya esta completada con los plegados AD (monte), DB

(vale) y BC (monte) ampliados en laFig. 12.

La Fig. 11, aparte de darnos la perspectiva volumétrica de la figura, nos da la pista de
como debe ser el plano de plegado que la produce (Fig. 13).

12

B

Ya se ve que todo lo que necesitamos para poder dibujar esa Fig. 13 es disponer del
tridngulo ABD que se destaca en la Fig. 14. Por cierto, laFig. 11 es perfectamente aplastable a
tope s sele produce latorsion adecuada.

A B A B
De ese tridngulo conocemos sus tres lados: AB es un dato y BD y DA los puede leer €
CAD enlaFig. 11. Asi pues, mediante traslaciones y ampliaciones de lineas se puede comple-
tar laFig. 13 apartir de dicho tridngulo ABD.
Conviene hacer un par de observaciones:
» Lastreslineas verticales centrales de Fig. 13 son irrelevantes para la construccion de
laFig. 11. Tan solo son Utiles sus bases AB y las otras tres.
» Laproyeccion h” de AD sobrelavertical, multiplicada por n dala aturadel papel de
partida que, |6gicamente, es mayor que nh: es como s e supuesto prisma cuadran-
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gular de partida originado por la Fig. 13 se contrgjera en altura al torsionarse para
formar laFig. 11.

Se ha visto hasta aqui como mediante un CAD puede dibujarse tanto el papel de partida
(Fig. 13) como la figura final 11. Pero si no se dispusiera de CAD, o mismo es posible me-
diante una elaboracion anadlitica

Los datos de partida serian:

» Ladodd cuadrado = a

» Distancia entre cuadrados = h.

« Angulo girado cadavez = w.

» Cantidad de giros (y consiguientes elevaciones) dados al cuadrado = n. Evidente-

mente n puede ser tan grande como se desee y €l papel permita

Fijémonos ahora una vez més en la Fig. 10 para obtener las coordenadas de los puntos

A,B,C,D
A=(000 ; B=(a0,0
Ang. FAD = 180—%—%1@@:4&%

AD = 22./25en® = a2sen®
2 2 2

FA= ADcosFAD = aﬁsen%cos%l5+%@

DF = av2senZ senfus+ 2
2 5P o

ADFA = ABEC  como transformacion del giro .
BE=FA ; CE=DF

Xo :a—a«/ZSen—2 sen§45+—tzE @
@ @ )
=ad-v2sen P senrus+ ¥
Xo a% senzsengﬁ +2%

w wl »
=-BE =-a Zsen—cosBA5+—E
Ye 25 2

Xp = Ye
w w
=a Zsen—senBAS+—E
Yo > - 2

z, =h

El AABD vendra definido por sustres lados. Ademés, Ilamando p a su semiperimetro, al

Ser su &rea
2S

S=\p(p-afp-BD)p-AD)  sx& ==

pudiéndose comprobar, una vez realizada fisicamente la Fig. 11, que n(h'—h) es e en-
cogimiento total que induce latorsion alafigura acabada.
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Recordar que h” es la distancia entre horizontales en el plano delaFig. 13y hesladis-
tancia entre esas mismas horizontales, en el espacio (loslados DC y AB de Fig. 12, que se cru-
zan): h" > h.

Bien, una vez obtenidas las coordenadas de A, B, C, D, yaresultainmediato hallar las
longitudesBD y AD:

BD = \/(XD _XB)2 +(yD - yB)2 +(ZD - 28)2
AD = \/(XD - XA)2 +(yD - yA)2 + (ZD - ZA)2

LaFig. 11 tiene la configuracion de un tornillo con rosca de 4 entradas.

lertudso
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18 POLIEDROS

Son sblidos completamente cerrados por superficies planas (poligonos; evidentemente, 4 o
mas).

» Suscaras C son esos poligonos.

» Susvértices V son los de los angulos poliedros que en ellos se dan.

» Susaristas A son las intersecciones de sus caras: asi se constituyen los angulos diedros del

poliedro.

Todos los poliedros se rigen por € teorema de Euler que relaciona C, V, A. En €l caso de los
poliedros regulares estrellados, que se veran mas tarde, es de aplicacion el teorema de Euler generali-
zado. Paratodos los demés poliedros, el teorema de Euler aplicable es:

C+V=A+2

Omitimos su demostracion por ser semejante a lo planteado en e punto 1.3.1 para el caso del
plano.

Los poliedros se clasifican atendiendo a diversos criterios, que asu vez pueden estar interrela
cionados, en:

Regulares, irregulares, seudoregulares, cdncavos, convexos, estrellados, platonicos, arquime-
dianos, conjugados, etc.

Los poliedros regulares son los cinco platonicos: tienen todas sus caras iguales a poligonos re-
gulares. Veamos por qué no pueden existir méas que cinco.

En principio, sus caras han de ser solamente: triangulos equil&eros, cuadrados, pentagonos, he-
Xagonos, ... (se entiende que regulares los dos Ultimos y posibles sucesivos).

Los angulos planos constitutivos de un dngulo poliedro han de sumar menos de 360°.

Con los 60° del angulo de un triangulo equilatero se puede construir un angulo poliedro de 5 ca-
ras como maximo (6 ya darian los 360° del &ngulo poliedro plano). Como e menor angulo poliedro es
el triedro, resulta que con triangulos equiléteros podremos construir angulos poliedros de 3 caras (3 *
60 = 180 < 360); de 4 (4 * 60 = 240 < 360); de 5 (5*60 = 300 < 360); y ho més caras (6 * 60 = 360).

En e caso del cuadrado: 3 * 90 = 270 < 360; 4 * 90 = 360. Con € cuadrado no se pueden
construir, pues, mas que triedros.

=108°). Un

Veamos |o que ocurre con €l pentagono regular (su angulo interior vale —180(2_ 2)

triedro pentagonal es permisible porque 108 * 3 = 324 < 360, pero ya no admite mas caras (108 *4 =
432 > 360).

Con el angulo del hexagono (120°) no se puede construir ni un triedro (120 * 3 = 360).

Asi pues, con los distintos poligonos regul ares podemos formar:

POLIGONO CARASEN EL NOMBRE DEL
DE LASCARAS ANGULOPOLIEDRO POLIEDRO
A EQUILATERO 3 TETRAEDRO
4 OCTAEDRO
5 ICOSAEDRO
CUADRADO 3 CUBO
PENTAGONO 3 PENTAGONO DODECAEDRO

Estos 5 poliedros regulares, ademés de tener iguales sus caras, también tienen iguales, respecti-
vamente, sus lados y sus angulos, tanto diedros como poliedros.

Los poliedros arquimedianos se derivan de los platénicos por truncamiento de los angulos po-
liedros de estos. Consta que Arquimedes conoci6 13 de ellos. Son fuente de inspiracion papirofléctica
para construcciones modul ares.
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Los poliedrosirregulares faltan ostensiblemente a las condiciones de igualdad de |os regulares.
L os seudorregulares también faltan, pero de una forma tan discreta, que aparentan ser regulares. Aqui
nos ocuparemos de dos ejemplares de estos Ultimos: el rombododecaedro y el trapezoedro.

A los poliedros estrellados, solo alos regulares, dedicaremos capitul os especial es.

Un poliedro es convexo cuando €l plano que contiene a una cualquiera de sus caras deja a po-
liedro completo en uno de sus semiespacios. Es concavo cuando, en las mismas condiciones, € polie-
dro gqueda partido en los dos semiespacios. La artesa que presentamos méas adelante, es un poliedro
irregular concavo.

La clasificacion convenciona y mas elemental de los poliedros es. regulares e irregulares, per-
teneciendo a estos Ultimos € prismay la pirdmide.

Un prismatoide es un poliedro irregular limitado por dos poligonos (bases) situados en planos
paralelos y por unas caras laterales triangulares o trapeciales (en € caso de darse la coplanariedad de
cuatro aristas). Si las bases tienen el mismo nimero de lados, el prismatoide es un prismoide.

Si en un prismatoide una de sus bases se reduce a un punto, se da lugar ala piramide. Asi pues,
una piramide es un poliedro que tiene por base un poligono cualquiera; sus caras laterales (tantas como
lados tiene el poligono base) son tridngulos que se juntan en el vértice formando un angulo poliedro.

La piramide ser& triangular, cuadrangular, etc. cuando su base sea un triangulo, cuadrilatero,
etc. Si ademas la base es un poligono regular y las caras laterales son iguales, tenemos una piramide
regular.

El prisma es como un prismoide cuyas bases fueran iguales; las otras caras, las laterales, serian
paralelogramos; sus aristas seran, pues, o basicas o lateraes.

Un prisma es recto si sus aristas laterales son perpendiculares a las bases; seré oblicuo en caso
contrario.

Un prisma sera triangular, cuadrangular, etc. segun sea el poligono de su base. Si el poligono
de la base es regular, se tendra un prisma regular. El prisma irregular tiene como bases poligonos
irregulares.

Un prisma serd paralelepipedo si sus bases son paralelogramos; tendrg, pues, 6 caras paraeas
dos ados. Un paral€elepipedo serarecto si e prisma de procedencia es un prisma recto.

Un paralelepipedo rectangulo es un paral el epipedo recto con base un rectangulo.

Cuando una piramide se corta por un plano oblicuo o paralelo a su base, se obtienen dos figu-
ras. unanueva piramide menor y un tronco de piramide.

Si un prisma se corta por un plano oblicuo a sus bases se obtienen dos prismas truncados.

Dos poliedros regulares son conjugados si € nimero de caras (0 vértices) de uno es igua a
numero de vértices (o caras) del otro: cubo y octaedro; pentagonododecaedro e icosaedro.

En las figuras que se van a estudiar a continuacion, e desarrollo matemético es manifiesto; la
papiroflexia estara representada por los planos de plegado que dan lugar a la figura acabada, asimismo
ofrecida en perspectiva. Los plegados no conducen a una figura “engatillada’, sino que requieren el
auxilio de pestafias de union que en general no se muestran. Esa union de pestafias se puede conseguir
con pegamento o con tiras de “papel celo”, cosa que tal vez resulta més practica.

181 UNA ARTESA

Se muestra como g emplo de poliedro irregular concavo en € gue se cumple el teorema de Eu-
ler: C=18;V =20; A =36: 18+20=36+2

LaFig. 1 muestrala artesa en perspectiva con sus dos secciones transversal es ortogonal es.

El disefio puede tomarse como modelo para la construccion de una artesa de madera hecha con
cinco tablas del mismo grosor (huecas en lafigurade papel): las cuatro laterales y la base.

Dicha construccion asocia geometriay papiroflexiay tiene estas caracteristicas:

1. Parte deun papdl anico.
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2. Dicho papel no es cuadrado, sino que se configura segin un esquema que es €l puro desa-

rrollo de lafiguraespacia (Fig.2).

3. Exigeque e papel searecortado.
4. Serequiere pegado: ya de unas pestafias internas (no mostradas, pero € ecutables a recor-

tar), ya con pegado exterior de las caras adyacentes mediante “ papel celo”.

=

1

Como se ve, es papiroflexia, es decir, papel plegado. Las otras licencias no afectan ala esencia
de la papiroflexia. Asi, parece admitido (D. Lister) que €l papel base de la papiroflexia occidental era
rectangular, mientras que en Japon (K. Ohashi) latradicion del cuadrado de papel se remonta a la for-
ma de las primitivas parcelas en que ali cultivaban € arroz.

La artesa en cuestion esta inspirada en la técnica KIKUJUTSU de la carpinteria tradicional ja-
ponesa, tan bien descritapor T. IWASAKI. Esatécnica utiliza unas escuadras especialmente graduadas
para componer toda clase de angulos, angulos que llegan a tener sus nombres propios. Con una com-
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plicada aplicacion de todo ello se consiguen los angulos y 10s grosores precisos para ingletes, ma-
chihembrados, etc.

En el presente desarrollo, en vez de acudir alas técnicas antiguas, he preferido recurrir alas que
hoy tenemos como modernas. La herramienta utilizada es el CAD, pero afadiendo que no todo CAD
es |a panacea para desarrollos como éste.

Asi pues, los angulos de los trapecios de la Fig. 2 son imposibles de determinar sin saber de
antemano cual es la recta interseccion de dos planos en el espacio. Por tanto, me he visto obligado a
desarrollar, para su aplicacion asociada al CAD, algunos programas de calculo tales como: angulo de
dos planos; recta interseccion de dos planos; punto interseccion de rectay plano; distancia de un punto
aun plano, etc.

Los planos vendran siempre definidos por tres puntos, ya que e CAD, en las construcciones
geométricas 3D, lo Unico que manegja, en definitiva, son puntos. Con é ocurre, a este respecto, como
con las maquinas tridimensionales de medir por coordenadas.

C
5 C
D
a a
C C
ﬂb 6 E B ﬂb F G E H
i 2 i g
Tlel A |
b
d d

La Fig. 3 muestra, acotada, la semiseccién transversal menor de Fig. 1. De aquella se deducen
las longitudes de |os segmentos constitutivos de lalinea quebrada EDCBA.

ABsena + BCsen3=c —EDcosf +DCcosy=d-e
— ABcosa —BCcosfB=d-hb EDsenf3+DCseny=c-a

(d-e)sen B +(c-a)cosB

DC=
sen(B - a) sen(B +y)
AB:C-BCsenB ED:c—a—DCseny
sena sen 3
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RELACION ENTREcY d (Fig. 4)

T N« A S g ¢
e | CETEF-FG=e athlG 2@ 9T B e e

EH =

Para construir la artesa se requieren estos datos:

e losangulosa, 3, Y.

» ¢ espesor adelatabla.

» lasdimensiones de las bases e, b, d; laatura c es funcién de d tal como se deduce de la fi-
gura4.

 lasdimensiones longitudinales asociadas a la seccion transversal de Fig. 3.

Como gjemplo de lo que se ha dicho antes, veamos como se han compuesto algunos trapecios

delaFig. 2.
La Fig. 5 muestra, dentro de la Fig. 2, la quebrada ABCDE, y un par de angulos de trapecios,

también sefialados en larepeticion de laFig. 1. El valor de esos angulos o dael CAD midiendo direc-
tamenteen laFig. 1.
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18.2 PIRAMIDES

Vamos a estudiar algunas pirdmides regulares y una irregular utilizando como punto de
partida para su construccion, siempre gque sea posible, la Solucién 1 del punto 8.2.3 para gene-
rar triangulos equil&teros.

18.2.1 PIRAMIDE TRIANGULAR

18.2.1.1 TETRAEDRICA
LaFig. 1 es @ desarrollo para €l plegado y la 2 es la figura plegada. Resulta evidente
gue la piramide obtenida es un tetraedro ya que las tres caras laterales son iguales entre si, y ala base.

/ A\ / 2
/N /
1 / \ /
/ N
/ N/

Para dibujar la Fig.2 en CAD (y yavimos en € punto 18.1 que e CAD no es un mero alarde
sino una herramienta de la papiroflexia) es preciso conocer € valor de los diedros a del tetraedro (Fig.
3), yaque el CAD maneja habitualmente el abatimiento de planos.

Esta misma necesidad se pondra de manifiesto en otros poliedros, y a ella habra que hacer
frente en cada ocasion.

EnlaFig. 3 setiene parael tetraedro:

e Jlado=I
. aIturadeunadesuscarashzg

.y

A

» distancia AB entre dos aristas opuestas:

_BVBH o d _ V2
AB—\/E7§ %g—l = =10,7071067

» dturade tetraedro: distanciadel vértice de lapiramide al centro de su base=H

» diedro de dos caras del tetraedro: angulo que forman dos segmentos h concurrentes en la misma
arista= q.

» angulo formado por dos segmentos | y h concurrentes en un vértice = 3.

H:,/IZ—%hgzl\E

a= arctg% = arctg2y/2 = 70,528779°

3
B = arctg% = arctg+/2 = 54,73561°
3
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18.2.1.2 DE VERTICE TRIRRECTANGULO

Partiendo de un cuadrado de lado | (Fig. 1), se obtiene una piramide virtua (Ilamo
asi, en este caso, alaque sdlo tiene las tres caras laterales y carece de base) de estas caracteris-

ticas (Fig. 2):
\. e 2
1 NS
/%\\
s 4 \NE\

13

* Subaseesuntriangulo equildero delado | y dtura h :T

e Sus tres caras laterales (iguaes) son tridngulos rectangulos isdsceles. El vértice de su an-
gulo recto coincide con el vértice de la pirdmide; sus catetos son las aristas laterales de la

. [
iramidey valen —
PHAMIEEYYES 12

CALCULO DEL DIEDRO a

Alturadelapiramide H :\/%é —%I gg =1x0,4082483

o= Arctgi = Arctg~/2 = 54,735613°

3
Obsérvese que este diedro a esigual al angulo 3 delaFig. 3 del punto 18.2.1.1.
Los plegados del &ngulo inferior delaFig. 1 permiten € engatillado de la pirdamide.

18.22 PIRAMIDE CUADRANGULAR
18221 PIRAMIDE CUADRANGULAR VIRTUAL

Queda perfectamente definida en el espacio por su vértice y los cuatro de la ba-
se, dos caras laterales completas y las otras dos cuasicompletas; carece de base.
El rectangulo de partida segin Fig. 1 es un DIN A4 a que le suponemos unos

lados de longitud 1 (el menor) y J2 (el mayor). En la misma Fig. 1 se muestran los
pliegues previos a plegado definitivo que se hara segin Fig. 2: recogiendo sus lados
mayores para que la distancia entre los extremos de estos sea 1.

Asi se obtiene el plano de plegado completo de laFig. 3 y la pirdmide segun Fig.
4. Dicha piramide requiere pegar |os dos repliegues de las caras cuasicompl etas.

La pirdmide terminada tiene estas caracteristicas:

» El lado del cuadrado de su base mide 1

» Ladiagona del mismo, por consiguiente, V2
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« Laaistalateral (ver Fig., 1) vale: %\/1+(\/§)2 :@

* Ladturadelapiramidevale (Fig. 5): H =\/E\/§§ —E%g :%

» El diedro de arista un lado de la base vale: a = 45° (perteneciente a un trian-
gulo rectangulo isoscel es)

1 2
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LaFig. 2 muestra, segin se ha dicho, laforma de replegar, a sentimiento, (pero con gran
precision) los lados mayores del rectangulo original. La fig. 6 representa, geométricamente, co-
mo obtener el angulo y de repliegue:

y:90—2Arctgi

V2

18.2.2.2 PIRAMIDE CUADRANGULAR TRIANGULOEQUILATERA

=19,471221°

LaFig. 1 esel plano de plegado y la 2, la piramide que se obtiene. De la Fig. 3 se dedu-
celaaturahy el valor del diedro a cuando el lado del tridngulo equilétero es la unidad.

2
h= 3 - 1 = Q =0,7071067 a= arccosi = arccosi : o =54.735613°
2 4 2 2@ ﬁ
2

(igual a angulo a del punto 18.2.1.2)

18.2.3 PIRAMIDE PENTAGONAL

\ /

/N /N
\ / \ / \ /
\ / \ /
\ / \ / \ /
N/ \ / N/

YAVA :

Esta piramide no tiene base material. Sus caras laterales son triangulos equiléteros de lado |
(el mismo que €l del pentégono de la base). La apotema a de dicho pentégono se calcula en el punto
18.6.1, aungue su valor se hace evidenteen laFig. 3.

LaFig. 1 esel plano de plegado que se desarrolla en dos fases: en la primera se forma un he-
Xagono y en la segunda se gira € trapecio superior que se origina, en torno del centro del hexéagono,
un angulo de 60° segun se indica. Mientras se hace esta operacién, se va ahuecando lafigura para que
tome volumen seguin la Fig. 2.

108

ltg—
a= 5 2 Dooa= arcco% : % H: 37,377368°

182




Matematicas y Papiroﬂexia

18.2.4 PIRAMIDE HEXAGONAL

9

El proceso de plegado se explica por si solo a partir de laFig. 1. En la’5 hay que recortar por
lalinea gruesa para obtener la 6. Plegada ésta, se obtiene la piramide 7.

Como ya se dijo en e punto 18, un angulo poliedro hexagonal debe estar formado por angu-
los planos menores de 60°. En laFig. 9 se ve unacara latera cuyaalturaes el doble que ladel trian-
gulo equilatero de lado igual a del hexégono base (ver Fig. 4). Ello quiere decir que la apotema de
la piramide, en este caso concreto, mide € doble que la de la base. Asi podemos obtener los &ngulos
ayp:

I
a= arccos% = 60° : B = 2arctg—2— =32,204228°

2
2
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18.2.5 PIRAMIDE ROMBICA

La que vamos a estudiar es una piramide irregular cuya base es un rombo que a su vez

tiene sus diagonales en la proporcion J2:1. Se obtiene partiendo de un rectangulo DIN A a
cuyo lado menor asignaremos valor 1 (Fig. 1).

Plegando como se indica obtenemos una pirdmide segun la version alambrica de Fig. 2.
Su base es el rombo ABCD cuyas diagonales miden:

AC=1 ; BD_E_i luego __f
H A H H
AN /N /
| NN E
AN / AN /
N/ N/
J AR A K
/ B\ /2N B
/ AN / AN -
/ N/ AN
C
LaFig. 3 muestracomo e angulo en E es recto: Ang.E =180- %\rctgi + arctgi 0= 90
NP1
O — O
O 2 O
H
H - A - H
E
0]
C
C F

Por otra parte sabemos (punto 9.8) que HE = % HF, asi que

HE = _\/1+ 2= % =0,5773502  (Figs. 3y 4)

Ademas, al plegar segiin Fig. 1, los puntos Jy K van adar sobre O (Fig. 4), con lo que
h=HJ =HK :% son ladturadelapirdmide ; (HD =HB)<(HA =HC)

En laFig. 4, h = HO. Ahi mismo, € Ang. HEO que forma una cara lateral triangular
con labase rombicavale:

HO 1x3
AngHEO = arcsenE = arcsen——= = arcsen 0,8660254 = 60°

2,/3
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18.3 PRISMA

Construyamos un prisma triangul arequil&ero oblicuo cuyas aristas laterales formen con
las bases un angulo B = 54,735613° (ver punto 18.2.2.2) con la disposicion que se muestraen la

Fig. 2.
Dichas aristas laterales van a tener una longitud doble que el lado de las bases. Asi se

obtiene el prismade Fig. 1 cuyo desarrollo parael plegado eslaFig. 3.

184 TRONCO DE PRISMA

Vamos atruncar el prismadel punto 18.3 por un plano que pasando por A forme con las
bases un angulo igual a doble de 90 — 54,735613. Ese angulo es el que forman dos caras late-
rales opuestas en la pirdmide cuadrangular de vértice A. Aquel plano determina en e prisma
dos cuerpos: €l superior que es la piramide referiday que ya fue estudiada en € punto 18.2.2.2,
y @ inferior que es & prisma truncado propiamente dicho (ver Fig. 1).

A

El desarrollo para plegar €l tronco de prisma se muestraen laFig. 2.

18.5 TORSION DE PRISMAS (obtencién de PRISMOIDES)

Cuando en el punto 17.2 se estudi6 UNA COLUMNA SALOMONICA ya se vio como
se podia producir un apilado de giros parciales en un prisma de base cuadrangular. Alli se indi-
caban dos procedimientos de construccion: € CAD y e analitico. Ambos son la base para €l
presente estudio, pero ahora nos vamos a apoyar solo en € primero.
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18.5.1 PRISMOIDE TRIANGULAR

186

LaFig. 1 representa un prisma recto de bases triangulos equiléteros. La Fig. 2 es su de-
sarrollo para el plegado. Las cinco figuras no estdn alamisma escaa.

En laFig. 3 se parte de la 1 girando 40° en sentido horario la base superior respecto de
lainferior y reduciendo la aturadel prismaa 70 % de laalturaoriginal.

1> 2

\Qm

o

Una vez sentadas las dos bases de la Fig.3, se triangulan adecuadamente las caras late-
rales del prismoide resultante, y, sobre la propia Fig. 3, se miden (en CAD) las longitudes de
los lados de los triangul os:. asi obtendremos |os datos necesarios para dibujar laFig. 4 que es €l
desarrollo para poder plegar y conseguir laFig. 3.

Hay que llamar la atencion sobre el hecho de que la altura del prismoide 3 no se puede
medir en 4, sino en 3 precisamente: es la distancia entre |os centros de sus bases.

EnlaFig. 5 aparecen superpuestasla 1l y la3 paraver meor lo realizado.

Ha de anotarse que el manegjo de las figuras anteriores se puede conseguir incluso cuan-
do solo consisten en sus caras laterales; lo ideal, sin embargo, es cerrarlas con sus bases para
darles la consistencia que necesitan.

Veamos ahora €l problema de la torsion hasta € aplastamiento de las dos bases del
prismoide sobre un mismo plano.

No es posible aplastar el prismoide 3 porque, a intentarlo, interfieren en su interior las
diagonales laterales en valle. Se requiere que la atura del prismoide sea la determinada por la
condicion que sigue.

Vamos a ver |o que sucede en la Fig. 7 que es € prismoide aplastado (no se muestran
las bases). Para mayor claridad se ha generado la Fig. 8 que eslamisma 7 en versién alambrica
(mostrando el angulo de torsion a aplastamiento). Los vértices de las bases son, respectiva
mente, ABC, A'B'C".

En un desarrollo como e de la Fig. 4 se ven los seis tridngulos laterales cuyos lados
vamos a denominar: | (lado del triangulo base); p (su lado pequefio); g (su lado grande). Se
puede apreciar que, de los dos dngulos adyacentes a la base, uno es agudo y €l otro obtuso. Esta
misma naturalezatienen los tridngulos de laFig. 8: el BCC” por gjemplo.

Vamos a ver como se configura el papel en torno al vértice C. Designaremos cada an-
gulo con las dos letras de |os lados que o forman. Asi tendremos:

Ip—pg + gl = 60°
Ip+pg+gl=180° (sumade losangulos de un triangulo)
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Sumando se deduce: Ip + g = 120°
Ello equivale a que para tener aplastamiento en el prismoide triangular que estudiamos,
hace falta que la suma de los angulos que forma el lado de la base con las lineas de plegado en
monte y en valle, respectivamente, sea de 120°.
Es decir, aquellos valores Ig / Ip deben estar comprendidos entre los limites30/ 90y 0/
120. En esas condiciones lainterseccién de los lados g / p inducird una altura para el prismoide,
antes del aplastamiento, que garantizara éste.
Con todo €ello ya se puede dibujar e desarrollo 9 que una vez plegado produce laFig. 6
fisica. En ella se puede medir la altura del prismoide y su torsion inicial antes de someterlo a
aplastamiento. Latorsion de aplastamiento se mideen laFig. 7.
Y a se ve que las posibles combinaciones de angulos Ig / Ip dan lugar a distintas formas
de aplastamiento paralas Figs. 7 y 8: no hay una solucion Unica
El proceso sera, pues, € siguiente:
* Fijar € triangulo de la base con lado unidad.
* Elegir lapargade angulos, pe. : |g = 25% Ip = 95°
* Obtener € desarrollo segun Fig. 9
* Dibujar las Figs. 7'y 8 paramedir e angulo de torsion al aplastamiento (que resulta
valer 50°).
» Producir el plegado para obtener laFig. 6 fisica.
» Referir esafigurafisicaaun triedro coordenado.
* Medir en é las coordenadas de la base inferior y las de uno de los vértices de la su-
perior.
» Con estas coordenadas, dibujar la Fig. 6. En ella se puede medir la aturainicia del
prismoide (que resulta ser de 0,48) y su angulo inicia de torsion respecto del prisma
recto correspondiente (su valor es de 7,8°).

ST O

18.5.2 PRISMOIDE CUADRANGULAR

Partamos de un paral elepipedo recto cuadrangular (Fig. 1) caracterizado por que sus ca-
ras laterales son rectangulos A4 (su desarrollo para €l plegado, a distinta escala, en Fig.3). De-
jando anclada su base inferior giramos la superior, en sentido horario, 90°. El resultado es €
prismoide cuadrangular dela Fig. 2 que tiene sus vértices en un cubo.

Los lados plegados en valle del prismoide, se tocan en el centro del cubo. Asi tenemos
que, s el lado del cuadrado basees AB =1, ser&

OA=1 : AR=42 : RB=43
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188

[se)

Ello indica que RB, en Fig. 2, es ladiagona del cubo. Desde €l centro de dicho cubo a
sus ocho Vértices se determinan seis piramides cuadrangulares como la estudiada en el punto

3

18.2.2.1 (arista lateral igua a 73). De ellas, dos son reales (las que tienen por bases las mis-

mas de Fig. 1) y las otras cuatro, virtuales.

El encogimiento producido en €l paso de Fig. 1 aFig. 2 esde % . Lainterferencia de
los pliegues en valle muestra que, en estas condiciones, no puede producirse aplastamiento. El
giro de 90° producido entre lasfigs. 1 y 2 no es docil, sino de colapsamiento.

Estudiemos algunas variantes alo que acabamos de ver.

Un desarrollo como e de la Fig. 4 (gl = 455 J2 >a>1a= 1,2) induce una actitud
natural de prismoide (por tanto, con un giro inicial desde la actitud de prisma) que es décil aun
giro anadido hasta completar un giro total de 69° en el caso mostrado (Fig. 5). La atura final
del prismoideesh=1=1

/
/
/
/

LaFig.6 es e desarrollo que produce la Fig. 7 unavez aplastado el prismaoriginal. Este
es colapsable a tope e inddcil a posiciones intermedias. El cuerpo se colapsa alrededor del cen-
tro delaFig. 7, sin producir ali un cuadrado menor centrado. Después de un giro de 90° coin-
ciden las bases superior einferior.

6 N N N

1

AN N\ AN AN

45
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Unavariante de laFig. 4 eslarepresentada por la8 que dalugar ala9.
No es docil, pero si colapsable a paralelepipedo cuadrangular recto virtual (en vez del

cubo de Fig. 2). Resulta un prismoide de altura h=+/a®* —1=0,66 paraa = 1,2, con sus cuatro
diagonales valle en contacto.

N \ N N 9
N N N N

90° 50,2°
1

De lo visto cabria pensar que e aplastamiento de un prismoide cuadrangular solo se
produce cuando el dngulo |g = 45°, pero no es asi.
VeamoslaFig. 10 ala que hemos impuesto la condicién

=1 ; Ilg=40° ; Ip=9%°
de ella se deduce:
P __ 1 . 5-0000
sen40  senl35
a=psen 95 = 0,9056
e —
AN p\g AN AN 10 11
a AN AN AN AN
95° 40°
| —7 A

El paso delaFig. 10 ala 11 esinddcil alatorsion pero acepta € colapso hasta el aplas-

tamiento. Si analizamos la superposicion de papel en el vértice A delaFig. 11, veremos que:
lg—gp+pl=11=0
Al serll =90y Ig + gp +pl = 180 (sumade los angulos del triangulo Ipg), tendremos:
lg+1p=135

Es decir, la condicién de aplastamiento es que la suma de los angulos adyacentes a lado
sea 135° (cosa que ha ocurrido en la Fig. 10). Ademés, naturalmente, el angulo Ip debe ser ma-
yor de 90°.

En laFig. 10 se han eliminado las bases del prismoide para permitir apreciar el cuadra-
do interior resultante en la Fig. 11., que sera de diverso tamafio en funcion de la combinacion
de angulos elegida.

18.5.3 PRISMOIDE PENTAGONAL

Hasta aqui, el desarrollo de |os prismoides se ha hecho, en general, sin mostrar sus bases
ni la forma de rematar su construccion (pestafias, engatillados, etc.). En esta ocasion, € desa
rrollo de Fig. 1 es una muestra de como se puede cerrar la superficie lateral del prismoide me-
diante embolsado (aunque tampoco se muestran |as bases).
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(

Las orientaciones de los segmentos gp y su forma de plegado (monte o valle) aparecen
como simétricos de los vistos hasta aqui ya que se ha pretendido mostrar al exterior € reverso
del papel.

Latorsion entre las bases de la Fig. 2 es de 30° y la dtura que resulta para € prismoide
esde 1,76 veces e lado del pentégono.
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18.6 POLIEDROS REGULARES
Antes de entrar en ellos vamos a analizar algunas RELACIONES que se dan en € pen-
tagono, el pentagonododecaedro, y su conjugado el icosaedro, para poderlas utilizar donde
convenga.
18.6.1 RELACIONES 1 (dodecaedro)

EnlaFig. 1 se muestran dos pentégonos iguales separados por un giro de 36°.

Vamos a obtener el valor de algunos segmentos

D singulares en funcién del lado del pentédgono |.
1 F A c | = lado del pentagono
el r=radio ,, Y
p/A B a= apotema Y
p/2 E G o =108 (ver punto 11.1) ; B = 3—20 =72
B 2
0 r2 = |_ +a2
x a
a=rsen—
de donde se deduce:
o a
H ltg— |
a= TZ ; r =
2cos—
Ac=""2 . pB=2atgh
a 4
COS—
En el triangulo GIH tenemos:
I ! Zseng
Gl=—2=_ sendo  tgg = L - Asend
cos¢  2cos¢ | V2 J2
2
Resumiendo:
=1 ; a=0,68819091 ; r=0,85065081 ; AC=0,27639321 ; AB=0,4472135I
Gl =1,2486061 ; FD=r—a=0,16245991

EnlaFig. 2 se puede ver larelacion entre el lado y ladiagonal de un pentagono:
d=2 sen% =1618034|

En laFig. 3 se ve e mismo pentégono de Fig. 2 asociado con otro cuyo lado es ladia-
gonal del primero. Al ser semejantes ambos pentégonos, se tendra:
2
d % . D :|—:4Isen2%:2.618034l
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La Fig. 4 nos va a permitir hallar el angulo diedro € entre caras de un dodecaedro y €l
didametro de éste. A laizquierda tenemos dos pentagonos como los de la Fig. 3y, asociados a
elos, los segmentos|, d, D y A. Este Ultimo vale:

A =a+r=0,6881909 + 0,8506508 | = 1,5388417 |

B d C

Lafigurade laderecha es una seccion hemisférica del dodecaedro enlaque D esladia-
gonal del pentagono grande de laizquierda (ver Fig. 3 del punto 18.6.3). Para construirla em-
pezaremos por dibujar e AYVW del que conocemos sus tres lados. En é deducimos que el an-
gulo € vale:

e_D
2 2A

De la simetria que la figura de la derecha presenta respecto de XY, y dado que los pun-
tos V son vértices del dodecaedro, deducimos:

» ¢l valor deyen e hexdgono irregular exterior delados A, I:

_ 720-2x%116,56505

;  €=116,56505°

180(6—-2)=2¢e+4y ; vy 2 =121,71748
* queel angulo VWV es recto; comprobacion:
Ang VWV = y - 2897E 151 71745 - 189711058505 _ o
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* ¢ vaor VV de diametro del dodecaedro cuyo centro O es, consecuentemente, €l
punto medio de VV

W =+/D? +1? =1,/2,618034% +1 = 2,8025171

El radio del dodecaedro valdré, pues \%V ~ 14012586
e quelalongitud XY esigua aD
XY =1 + 2Acos§ = EH 2 xL5388418cos@ @z 2618034 = D

En la misma figura se puede comprobar que VZ = r — a tiene e mismo valor hallado
como FD en Fig. 1.

18.6.2 RELACIONES 2 (icosaedro)

Veamos en la Fig. 2 como esté4 construido el icosaedro de la Fig. 1: lo componen, en

S8~ e

primer lugar, dos clpulas (superior e inferior) como ladelaFig. 2 del punto 18.2.3, giradas una
respecto de la otra 36° (ver Fig. 1 del punto 18.6.1). En segundo lugar, una corona de 10 trian-
gulos equilateros de bases pentagonales coincidentes, respectivamente, con las de sus clpulas
asociadas.

De la Fig. 3 podemos deducir el valor del angulo diedro de dos caras adyacentes del
icosaedro: es el angulo BAC, siendo BC la diagonal del pentagono base de la clpulay AB =
AC laaturade unacaradel icosaedro.

Ang.BAC = 2Arcsen—BC
2AC
. _ 143
siendo BC = 1,618034 | (ver punto 18.6.1), y AC= 0 resulta

Ang. BAC = 138,18971°
EnlasFigs. 1 6 2 se ve que e diametro VV del icosaedro es la suma de dos aturas de
clpula (h) mas la altura de la corona. La Fig. 3 muestra que la atura de una cipula es € cateto
vertical de un triangulo rectangulo cuyo otro cateto es el radio del pentagono de su base y la hi-
potenusa es la arista del icosaedro.

h=4/1? -0,85065081%12 = 0,5257311

Laalturade lacoronaviene dadaen laFig. 4 por & cateto HF del AHFD cuya hipotenu-
saHD esladtura de una cara del icosaedro y su cateto menor FD tiene e mismo valor FD de
laFig. 1 del punto 18.6.1.
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HE = \/ Eﬁfa —0,16245991%1? = 0,8506508|

de donde €l radio del icosaedro valdra:

V7V = % (2x0,5257311 + 0,8506508) = 0,9510565!

18.6.3 RELACIONES 3 (pentégono estrellado)

Veamos por fin algunas relaciones en, y con e pentagono es-
trellado que serén de utilidad para estudiar los poliedros regulares es- 1
trellados. ) ,
EnlaFig. 1 se aprecian dos pentagonos regulares (semejantes, E B C
por consiguiente): uno interior de lado | (y diagonal d) y €l exterior de |
lado L (y diagonal D): Asi pues, sera:
| _d

) W

pero esto, en los A semejantes ABC, AB'C” implicaque B L C
AC =d= L =0,618034L

Zcosli8

lo cua conduce a esta nueva relacion:
D=1I+2d 2)
Del sistema (1) (2) se pueden despejar los valores d,| del pentagono interior en funcion de los
D,L ddl exterior.
D? _ DL

“L+2D L+2D
Recordando el punto 18.6.1 podremos escribir, ademas:

d. % =1,618034

En laFig. 2 que muestra un dodecaedro regular se puede ver como todo pentégono facial (la-
do |, diagonal d) es homotético con otro de lado d. Ambos pentagonos aparecen resaltados en la Fig. 3.
Averigliemos cua es € centro de homotecia. Primero observaremos en la Fig. 1 que los tres angulos
en B son iguales por ver lamisma cuerda L (el mismo arco de circunferencia) desde el mismo punto B.
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Como Ang. EBC =108, ser& Ang. ABC=72 ; 180—Ang.EBC=72
luego el angulo ABC es suplementario del EBC.

La Fig. 4 es lamisma 3 pero mostrando el AABC de Fig. 1 asentado en su cara correspon-
diente y, ademés, girado en torno a BC hasta quedar coplanario con la otra cara que tiene BC como
lado comun. Asi tendremos que A” es el centro de homotecia buscado: vértice de una pirdmide penta-
gonal con base en lacaradel dodecaedro. Y, naturamente, AB = A"B.

Clertudio
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18.7 EL TETRAEDRO

196

C=4 ; V=4 ; A=6
TETRAEDRO piramidal
LaFig. 1 muestra un tetraedro que es el mismo que en el punto 18.2.1.1 se obtuvo como
particular piramide triangular. No repetiremos aqui €l desarrollo de partida.

TETRAEDRO bobinado 1
Resulta andlogo a anterior (que parte de una tira de papel con
solo los cuatro triangulos equiléteros imprescindibles) pero, disponien-
do de unatiratriangulada de més triangul os equil &eros.
La Fig. 2 muestra una tira de 14 tridngulos que garantiza un bo-
binado con embolsado final muy efectivo. Con 8 tridngulos también se
consigue encerrar €l tetraedro, pero de forma mas precaria.

2

Sedgaalainiciativa del plegador la asignacién del modo monte o valle a los pliegues
paramejor conseguir el objetivo final.

TETRAEDRO bitronco
Esté constituido por la union de dos troncos de prisma como los del punto 18.4: se situa
ran cruzados con las caras cuadrangul ares coincidentes (Fig. 3).

Se evidencia que € resultado es un tetraedro porque la
inclinacion 3 = 54,735613 (punto 18.3) de una cara del tronco es 3
lamisma que la de su arista opuesta, que asu vez lo es de la arista
de un tetraedro (punto 18.2.1.1). Ademas, hay que recordar que la
arista mayor del tronco mide doble que la arista de su base: al
completar el montaje, dos aristas de la base del tronco hacen una
de labase del tetraedro.

TETRAEDRO ex tridngulo

Partir de un triangulo equilatero de centro
O (Fig. 4) y plegarlo segin se indica. Los tres
triangulos del tipo OAB serén las caras laterales
del tetraedro y los tres del tipo ABC, superpues-
tos, constituiran la base. Engatillar los dos Ulti-
mos gue se plieguen (utilizar las dos lineas de
corte) para afianzar € conjunto.
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18.8

TETRAEDRO esguelético

Se hara con cuatro cantoneras paralos vértices, Fig. 5 y seis perfiles de cartulina para
las aristas, Fig. 6 (dngulos de 60° en las puntas).

=

El tetraedro resultante, Fig. 7, mostrara sola
mente veértices y aristas, y habra de ser afianzado me- 7
diante pegado.
Larelacion entelasFigs. 5y 6 esésta: si | es
el lado del tridngulo de centro O, sera
CD:h:L
3
La longitud de los perfiles de Fig. 6 puede ser
cuaquiera (la misma para las seis aristas, natural-
mente) con tal de que se consiga una adecuada pro-
porcion en e tetraedro final.
La apertura del perfil de la arista se producira
esponténeamente al valor del diedro entre caras del
tetraedro (angulo a del punto 18.2.1)

EL CUBO
cC=6 ; V=8 ; A=12
Ta vez sea el cubo (0 hexaedro) € poliedro que ha inspirado méas variadas y, aunque
parezca mentira, mas originales versiones papiroflécticas. Vamos a resaltar algunas creaciones
sencillas, pero muy singulares, y nos vamos a detener, particularmente, en las cuestiones cubi-
cas mas relacionadas con las mateméticas.

18.8.1 CUBO ex rectangulo
Tiene lasingularidad de partir de un papel que se pliega segiin la Fig. 1 para obtener un
cubo (Fig. 2) cerrado sobre si mismo.

1 | | / 2
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18.8.2 CUBO delasumade dos nimeros

Sabemos que el cuadrado de un binomior + s (Fig. 1) viene dado por (ver punto 7.2.1):
(r+s) =(r+s)(r+s)=r?+s®+2rs
es decir, por la suma de dos cuadrados y dos rectangulos.

2 3
| r @ @

Mostraremos ahora, como analogia, cuanto vale el cubo de un binomio a+ b.
Sea (Fig.2) € cubo que construimos con lado a, y, Fig. 3, € cubo de lado b.
Algebraicamente sabemos que
(a+b)’ =(a+b)a+b)a+b)=a’+b® +3a’h+3b%a
esdecir, € cubo delado a+ b (Fig. 4) se puede considerar formado por |os dos cubos de
Figs. 2 y 3. tres paralelepipedos como los de Fig. 5y otros tres como los de la Fig. 6.

4

a
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Las figuras 7 a 8 muestran el encaje de esas ocho componentes.
18.8.3 CUBO magico, de Jeremy Shafer.
Es éste, en mi opinion, el descubrimiento mas genial (por simple, bello y original) que

yo he podido encontrar en todo cuanto conozco de papiroflexia. Antes de describir su naturale-
za 3D me voy a permitir una pequefia digresion 2D.

1 <o~ 2

La Fig. 2 es la misma Fig. 1 girada 180°. Ambas son planas y pueden representar un tro-
20 de suelo embaldosado.

El conjunto aparece hecho por seis hexagonos, mas dos rombos blancos, dos rombos
claros y dos rombos oscuros: un total de 24 rombos. Observese que tres rombos de igual tama-
fio constituyen un hexagono. Este extremo se repetird cuando, al estudiar las maclas, veamos el
aragonito.

Con muy poca concentracién se pueden ver seis cubos en la Fig. 1 y siete en la 2. Como
quiera que las dos figuras son iguales (simétricas mas bien), en realidad se pueden ver indistin-
tamente seis o siete cubos en cualquiera de ellas, pero hace falta una concentracion mucho ma-
yor paraver 7enlaFig. 1y 6enla?2.

Hasta aqui se ha puesto de manifiesto el paso desde 2D a unos cubos virtuales, imagi-
narios. Lo que ofrece el cubo de Jeremy Shafer es el paso, también imaginario, de un triedro tri-
rrectangulo concavo a un cubo convexo, ambos en 3 D. Ademas afiade un asombroso movi-
miento imaginario de ese cubo convexo. Y todo ello adornado con un bello efecto especial de
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iluminacion. Lasencillez del proceso se evidenciaen € plano de plegado de Fig. 3 que da lugar
aladisposicion parasu gecucion, delaFig. 4.

Para evitar la posible ambigtiedad visual de la Fig. 4, lo meor es gecutarla, y recordar
gue lamirada a vértice concavo O se efectlia en picado. El observador tomara dicha Fig. 4 con
los dedos pulgar e indice por € tridngulo saliente B. También es muy conveniente que las caras
interiores del triedro estén iluminadas homogéneamente y exista un contraste luminoso en, a
menos, unade ellas.

En estas condiciones la maniobra es muy sencilla: Mirar fijamente a vértice O cerrando
un ojo. Concentrarse en esa vision hasta conseguir que dicho vértice se vea como convexo (co-
sa sencilla), con lo cual €l triedro quedara convertido en un cubo también convexo. Si entonces
se mueve la cabeza de un lado para el otro se observara que el cubo bascula de forma notoria en
torno del vértice A. El cubo aparece como un fanal iluminado interiormente (recordar el cuadro
de Goya Los fusilamientos del 3 de mayo) y su movimiento parecera a observador cosa de ma-
giayaqgue é es consciente de como mantiene la figura atrapada y quieta.

18.8.4 CUBO de volumen mitad (o doble) que otro.

Los griegos ya se plantearon este problema como irresoluble con regla sin graduar y
compas. Vamos a ver tres soluciones papiroflécticas: la primera claramente aproximada (con
unavariante exacta) y las otras dos, exactas, apoyadas en cuestiones ya tratadas en este libro.

SOLUCION 1

Tiene la particularidad de no producir ninguno de los dos cubos, sino € poliedro dife-
rencia, y €llo partiendo de un solo rectangulo de papel.

Su inexactitud deriva de la comodidad de partir de un rectangulo cuyos lados se dividen
asu vez en tresy cuatro partes, respectivamente, para obtener el lado L del cubo mayor (orga-
nizacion andlogaaladelaFig. 1 del punto 18.8.1). El lado del cubo menor | serd 3/ 4 del lado
mayor. El grueso del poliedro diferenciaesL / 4.

Si el volumen del cubo mayor es doble que € del menor, sera:

L*=2° ; L=%2x]=1259921 (relaci6n deseada)
L= gl =1,333333 (solucion obtenida)

error cometido: 1,333333 % = 2,3703702 # 2 (indicador de el doble)
LaFig. 1 es & plano de plegado para las condiciones anteriores. En é solo aparecen,
aparte de algunas diagonales, los segmentos ortogonalesL, I, L /4 (63/4L).
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El resultado de plegar laFig. 1 eslaFig. 2. En laFig. 1 se puede apreciar tanto la rela
cion entreloslados L y | como € error cometido en el grosor del poliedro diferencia a tomar
un | menor del correspondiente ala solucion exacta.

P

N 2/\

Hasta aqui, la solucién inexacta. Pero si quisiéramos cambiar comodidad por exactitud,
todo lo que habria que hacer con laFig. 1 para convertirlaen la3 eslo siguiente:

4

* Partir del mismo rectangulo de papel conservando en é los 12 cuadrados de lado L.

o Aumentar | desde 3/ 4 de L hasta Bi L (esdecir, desde 0,75 L a0,7937005 L).

32

e Elvaor % L se obtendrd mediante cualquiera de las soluciones 2 6 3 y sera transportado a
laFig. 3 como un segmento de papel plegado.
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» PlegadalaFig. 3 se obtiene una andloga ala 2 que se muestraen la Fig. 4 recibiendo en su
hueco al cubo de lado |: éste tiene, naturalmente, el mismo volumen que e poliedro origi-
nado a plegar laFig. 3, y lamitad exacta que el cubo delado L.

SOLUCION 2

Se apoya en lo estudiado en el punto 7.14.3 sobre la espiral ortogona de poten-
cias de H. Huzita. Se trata de encontrar un segmento | tal que, en relacion con otro dado

L, cumplaque IL =3/2 . El proceso sera e siguiente:

» Establecer un sistema de coordenadas XY (Fig.1) y tomar en elloslos puntos O (origen) y F
(final) adistancias d,a respectivamente, a origen de coordenadas. Condicion: a=d/ 2.

» Disponer (Fig. 2) dos papeles V,W que incorporen sendos angul os rectos.

» Tantear (un maximo de tres intentos es suficiente) la siguiente configuracion (Fig. 3):

Y

Y 3 - 4

Se hace pasar un lado de V por O de manera que €l vértice de su angulo recto se asiente
sobre el ge X. El otro lado de V cortaraa ge Y en un punto que sera donde se sitle € vér-
tice del angulo recto de W.

De los dos lados de W, uno se hace coincidir con e dltimo mencionado de V, y € otro
ha de pasar por F. S ello no ocurriera, tantear nuevas posiciones (resulta sencillo porque €
proceso es convergente). Al final se consigue la linea quebrada ortogonal con origenen Oy
final en F que tiene sus dos angul os rectos asentados en |os gjes de coordenadas (Fig. 4).
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LaFig. 4 nos permite escribir:
b*>=ac ; c®=hd

=3/2 =1259921

b*=a’bd ; b*=a’d=2a° ; EEQ:Z ; b
(A a

b4 = aZCZ

En lapropiaFig. 4 se ve que para obtener el lado | del cubo menor, bastallevar L (el la-
do del cubo mayor) alo largo del gje Y, trazando una paraela a la hipotenusa de a,b segin se

| =~

|
\A \B A B

5 6 /

Ya solo falta resolver e problema del transporte, por medios papiroflécticos, de un
segmento. Los puntos 1.1 y 1.2 yainsinuaban el procedimiento. Si en el papel p delaFig.6 est4
marcado el segmento AB que queremos transportar, bastara que habilitemos un papel cualquie-
rap” (Fig. 5) y produzcamos en é una linea de plegado. A continuacion (Fig. 6) se enfrentara
esalineaa segmento AB produciendo en p” un pliegue normal al anterior.

EnlaFig. 7 se ve como p” haincorporado el segmento AB para transportarlo a donde
convenga (pe. alaFig. 3 dela SOLUCION 1)

SOLUCION 3

Y a se habl6 antes de los griegos en relacion con este problema. Pues bien, hay
gue afadir ahora que Hipdcrates de Chios (430 a.C.) demostré que su solucion viene dada por
lainterseccion de dos parabolas.

Como en el punto 1.2.4 ya vimos cOmo generar una pardbola mediante plegados de un
papel, vamos a pasar, Sih mas, a encontrar |a solucién buscada.

Supongamos como hasta ahoraque | es el lado de un cubo conocido y que deseamos
hallar el lado L de otro cubo con volumen doble que el anterior

Sean |las ecuaciones de | as pardbolas

x?=ly
y? = 2Ix
Su representacion en Fig. 1 muestra lo que es evidente, que ambas pasan por € origen.

Pues bien, la abscisa del otro punto deinterseccion esL.
Resolviendo el anterior sistema se tiene:

4
X -2 x*=2°% : x=3%2 - x=L

|2 ’
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I/41

La Fig. 1 muestra las dos pardbolas con sus focos y directrices respectivamente equi-
distantes del origen de coordenadas.

18.8.5 CUBO laminario.
Llamo asi a un cubo hecho de laminas que partiendo de su centro terminan en

sus aristas: no tiene, pues, mas que Vértices, aristas y diagonales. Las laminas constitu-
yen seis piramides adosadas unas con otras iguales alas estudiadas en € punto 18.2.2.1

J3

En ese punto se veia que la arista de la piramide media - Ahorase evidencia
que el doble de esa aristaesladiagona del cubo 1% +12 +1%2 = /3

18.8.6 CUBOS diofanticos
El sabio griego Diofantos nos va afacilitar un trabajo de plegado en equipo.
Se trata de encontrar cuatro cubos cuyos lados vengan representados por 4 nu-
meros naturales consecutivos de tal manera que el mayor de ellos tenga un volumen
igual alasumade los otrostres.
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Si e lado del cubo menor vale x, la condicion impuesta se expresara asi:
G+ (x+1)° +(x+2)° = (x+3)°
gue debidamente desarrollada y simplificada se convierte en la siguiente ecua-
cion incompleta de tercer grado:

x}-6x-9=0
Esta ecuacion puede resolverse de tres maneras.
» Por el procedimiento algebraico convencional.
» Por plegado (ver punto 7.11 para unos valores resultantesa= 1, b = 0; ¢c = -6;

d=-9).

» Aplicando € criterio diofantico.

0

Consiste éste en destacar la condicion, yaimplicita en € planteamiento, de que la solu-
cion ha de ser un nimero entero. Como el menor nimero entero es 1, podemos generar un cua-
dro con sucesivos valores enteros de x a partir de 1, relacionandolos con los que toman el 1°y

2° miembro de la ecuacion x® = 6x + 9 que es la misma antes planteada.

X x> 6x+9 A

1 1 15 -14
2 8 21 -13
3 27 27 0

4 64 33 31
5 125 39 86
6 216 45 171

En el cuadro se ve, ademés, como evoluciona la diferencia de valor entre los dos miem-
bros de la ecuacion: a partir de 1 esa diferencia decrece hasta valor 0 para x = 3 (que es por
tanto la solucion de la ecuacion). De 3 en adelante la diferencia crece, indicando con ello que
ya no habra mas soluciones. El lector podra comprobar que 3 es también el resultado que da €
pliegue obtenido segun e punto 7.11.

El gercicio consistira entonces en construir pequefios cubos (punto 18.8.1) delado 1 en
cantidad igual a 432 (trabajo en equipo). Con la mitad de ellos se construira el cubo 6 y con la
otramitad los 3, 4 y 5. Al agotarse en la construccion todos los cubos unitarios y haberse for-
mado los cuatro cubos 3, 4, 5y 6 se ha puesto de manifiesto la condicion exigida al principio:

F+43+5°=6> : 27+64+125=216
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189 EL OCTAEDRO
C=8
18.9.1 OCTAEDRO bipiramide

. A=12

Esta hecho (Fig. 1) de dos pirami-
des cuadrangulares iguales en oposicion,

como ladel punto 18.2.2.2.

18.9.2 OCTAEDRO bobinado

Partir de unatira de papel triangulada con 26 triangul os equil ateros (seguramente habra
gue empa mar varias mediante pegado). Plegar todas las aristas para que sean dociles tanto al

1

18.9.3 OCTAEDRO ex tetraedro

monte como al valle indistintamente. Comenzar
por un extremo de la tira para conseguir un oc-
taedro como el de Fig. 1 que carece de dos caras
opuestas. A partir de é seguir envolviéndolo
con la tira hasta lograr que €l ultimo tridngulo
disponible se pueda embolsar dentro de su cara
correspondiente. Con menos de los 26 triangu-
los la cobertura puede resultar precaria, y con
més, problematica a causa de la acumulacion de

papel.

La Fig. 1 muestra un octaedro hecho a partir
de un tetraedro a que se han achatado sus cuatro vér- 1
tices plegandolos en forma de fuelle. La Fig. 3 es €
desarrollo del tetraedro de partida que incluye la for-
ma en que han de plegarse sus caras para obtener la

Fig. 1.

Para poder dibujar la Fig. 1 ha sido preciso
hallar la distancia H entre caras opuestas del octaedro

(ver Fig. 2).

La Fig. 4 es € tetraedro antes del aplasta-

miento de sus vértices.
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Partir de un cuadrado (Fig. 1) y dividir los 360° en O, en 12 angulos de 30°. Dividir en
dos partes iguales los dos angulos del tipo AOF. Plegar todas las lineas con excepcion de los
cuatro segmentos del tipo OE. Hacer |os cortes indicados en linea de puntos.

Con €llo se obtiene una pirdmide cuadrangular a manera de cupula que es un hemioc-
taedro. Repetir para obtener otro hemioctaedro igual a primero.
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Las bases de esas pirdmides son co-
mo en Fig. 2 donde se aprecian los cuatro
cortes indicados con linea de puntos; las
figuras 1 y 2 no estan a la misma escaa
Por fin, enfrentar las dos bases y girarlas
mientras se engatillan (Fig. 3).

18.9.5 OCTAEDRO esqguel ético

En laFig. 1 se ve € octaedro acabado
(no se muestran los plegados internos de las
cantoneras para no complicar € dibujo) que
tiene una estructura semejante al del tetraedro
esgquelético del punto 18.7: En este caso, 6
cantoneras de papel paralos vértices (Fig. 2) y
12 perfiles de cartulina paralas aristas (Fig. 3).

Los vértices habran de afianzarse me-
diante pegado, tanto en las zonas OAF como
en la conexion de las Figs. 2 y 3 (la linea de
plegado de esta Fig. 3 coincidirabajo OC en el
montaje).

La longitud de los perfiles 3 puede ser
cualquiera (todos iguales) con tal de que se
consiga un octaedro bien proporcionado.

=
b =

El angulo de plegado del perfil 3 es de 109,47123° e doble del a del punto
18.2.2.2.

18.10 PENTAGONODODECAEDRO cdado
cC=12 ; V=20 ; A=30
Para un mejor aprovechamiento del papel, partir de un rectangulo argéntico 1o mas pa-
recido aun DIN A4, y seguir el siguiente proceso:

1- Dividir ambos lados del rectangulo argéntico en 10 partes iguales para obtener
100 rectangul os argénticos menores como el remarcado en laFig. 1.
2- Construir en zigzag las diagonales de esos 100 rectangulos y suprimir sus lados

menores. (Recordar el punto 10.1.3).
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3-

Como todas las diagonales se plegaran en monte (con excepcion de las afectadas
por cambio de médulo —ver méas adelante-), pre-plegarlas (regla 'y canto de tije-
ra) sobre el rectdngulo grande para mayor comodidad.

Cortar las 10 tiras;, empamarlas de manera que se solapen las dos diagonales
extremas y se mantengan todas las diagonal es en monte: asi hemos obtenido una
tirade 90 tridngul os isoscel es.

Para mayor comodidad, al comienzo, empamar solamente la mitad de las tiras,
ir construyendo con €llas e pentagonododecaedro, y seguir empalmandolas a
medida que se necesiten.

Las diagonales en la tira serén los lados de los pentégonos faciales del dodecae-
dro mientras que las diagonales de estos vendran dadas por las bases de los
triangul os isoscel es.

=

A partir de un extremo de la gran tira, construir un médulo cerrado que posea 5
+ 5 bases de tridngulos isdsceles. Pegar € principio y € fin del modulo asegu-
rando que la primera y Gltima diagona coinciden. La Fig. 2 representa ese moé-
dulo con aquellas 10 bases resaltadas; tiene los vértices ABCDE comunes con
losmismosdelaFig. 3.

Cada médulo es un trozo de dodecaedro determinado en é por dos secciones pa-
ralelas a una de sus bases (que van siendo distintas cada vez, a medida que se
gastalatirade papel).
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O-

10-

11-

Para seguir con un segundo médulo como €l resefiado, voltear la cinta dos veces
sobre si misma en torno a sendas y sucesivas diagonales. Al construir €l nuevo
maodulo se vera que coincide con €l anterior en algunas diagonales. afianzar estas
posi ciones mediante pegado.

Voltear nuevamente la tira dos veces y construir el tercer modulo, afianzando
como antes las coincidencias en ciertas diagonales, con los médulos anteriores.
La obtencion del tltimo médulo exige dos volteos dobles y sucesivos de latira
Cuando se vaya acabando latira disponible, empalmarle nuevos elementos hasta
concluir. A medida que avanza el proceso se ve cdmo evolucionala figurade los
pentégonos faciales hasta dar lugar a los pequefios pentédgonos abiertos conteni-
dos en los grandes. Por fin, cortar y descartar el trozo de tira sobrante, si ese fue-
rael caso. En la Fig. 3 se muestra oscurecido todo € interior del poliedro para
evitar complicar el dibujo con las lineas que se ven através del calado.

18.11 EL ICOSAEDRO

C=20 V=12 A =30

Vamos a obtenerlo a partir de un rectangulo de papel y para ello partiremos de un DIN
A 4 con base su lado menor. Dividirlo en 8 partes a la horizontal (Fig.1) descartando las dos

—

I

superiores (Fig.2). Triangular ésta como se indicay descartar (Fig. 3) e rectangulo de la dere-
cha. En la Fig. 4 se destacan, por un lado, la corona central del icosaedro con sus 10 caras, y
por otro, sombreadas, |as dos clpulas pentagonal es (recordar € punto 18.6.2)

4

\ 4 °

2

Plegando seguin Fig. 5 se obtiene €l icosaedro 6 que debe ser afianzado por pegado.
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18.12 POLIEDROS REGULARES ESTRELLADOS

Paraintentar explicarlos vamos a la analogia de |os poligonos estrellados (ver punto 11).

Se decia para estos que su especie indicaba las vueltas gue habia que dar a la circunfe-
rencia parallegar a vértice de partida después de generar todos sus lados.

Se tomaban como veértices solo los asentados en la circunferencia y no las intersecciones
interiores de lados.

Los poliedros regulares convexos son inscriptibles en una esfera de manera que si se
proyecta desde su centro el poliedro sobre la superficie esférica, se obtiene sobre ésta una red
de poligonos esféricos que la ocupa por completo sin ningun solape de unos poligonos con
otros.

En €l caso de los poliedros regulares estrellados, también son estos inscriptibles en una
esfera, pero al proyectar sus caras sobre ésta, resulta que los poligonos esféricos obtenidos si se
solapan dando lugar a hecho de que dicha superficie esférica queda cubierta totalmente por
ellos més de unavez.

Esa cantidad de veces € es la especie del poliedro regular estrellado que depende del
nimero de caras, vértices y aristas que tenga, y ademés, de las especies e de las caras (que sean
poligonos convexos o estrellados) y E de los vértices poliédricos (asimismo que sean convexos
0 estrellados).

Este hecho llevo a Euler a establecer su teorema que es una generalizacion para los po-
liedros regulares estrellados, del anterior aplicable alos convexos (ver punto 18). El teorema de
Euler generalizado se expresa asi:

= Ce+EV-A
2

Asi como para los poligonos regulares estrellados se tenia que ni tridngulo, cuadrado o
hexégono podian generar poligonos estrellados, en €l caso de los poliedros regulares estrellados
tampoco se pueden obtener estos més que a partir del dodecaedro y del icosaedro. Aun dentro
de estos, y por restricciones internas, solo resultan cuatro gjemplares distintos. Los vamos a
estudiar con detalle a continuacion adscribiéndoles simplemente una numeracion. La razon de
esto es no confundir al lector con las configuraciones inicial y final que pueden ser iguales o di-
ferentes (en cantidad de caras) seguiin los casos. Asi pues, tenemos que, de los cinco poliedros
platonicos resultan Unicamente cuatro poliedros regul ares estrellados.

18.12.1 POLIEDRO REGULAR ESTRELLADO 1

e Partiremos de un dodecaedro de arisstaBC = L (Fig. 1)

e Sobre cada cara pentagonal como base se construye una piramide estrellada de vér-
tice H.

» H esd centro de homotecia representado por A" en laFig. 4 del punto 18.6.3.

e Vamos adeterminar las caras del angulo poliedro estrellado compuesto por el centro
de homoteciaH y el pentagono estrellado de una cara (Fig. 1).

Delos puntos 18.6.3 y 18.6.1 deducimos.:
BH=1,618034L ; | = Lg = L%

D 1,618034L
OD =0,8506508 x 0,381966L = 0,3249196L  (radio del pentagono interior al estrellado)

OB =0,8506508L  (radio del pentédgono delado L)
OH =+BH?-0B? =1,3763819L ; OE=0,6881909 L (apotemadel pentég. delado L)

=0,381966L (lado del pentag. interior al estrellado)
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HD =+OH? +0D? =1,4142135L  (curiosamente HD = +/2L)
BD = DC =0,618034L (igua aAC" del punto 18.6.3)

Con lainformacion obtenida hasta aqui (los tres lados de |os triangul os componentes de
las caras laterales HB, BD, DH) ya podemos construir piramides estrelladas de vértice H y base
pentagonal estrellada. Esas piramides se pueden asentar sobre las caras de un dodecaedro con-
vexo que utilizaremos a modo de andamigje paraformar el icosaedro estrellado que buscamos.

La Fig. 2 muestra, ademés de los tridngulos de bases DB y DC y vértice superior H, los
BD'H" y D"CH" asociados a otro pentagono facial también de lado BC. En €ella se ve que los
planos de los triangul os en cuestion se cortan penetrando a dodecaedro que tomamos como an-
damigje. Es preciso, pues, conocer los segmentos del tipo DF y FC. Para el primero nos ayuda-
ralaFig. 3y parael segundo, laFig4.

Para componer la Fig. 3 dibujamos el tridngulo HOD(rectangulo de catetos conocidos)
y e segmento OE. Prolongando HE obtenemos € Ang. OEO" = 116,56505° (¢ del punto
18.6.1). Labisectriz del Ang. OEO pasa por € centro del dodecaedro, asi que lapiramideen H’
seralasimétricade laH respecto a plano que determinan la arista por E (BC) y dicho centro.

Volviendo alaFig. 3, el AEDF esta determinado ya que

DE=OE-0OD =0,3632713L ; Ang. E=116,56505/ 2 = 58,282525

Ang.D = arCtgg—g = arctg 4,2360692 = 76,717478°

delo que se sigue que Ang. F = 45°y por tanto Ang. HFH" = 90°. Por tanto ser&

DF -_DE ;  DF=0,3632713 L 08506508 _ 0,437016L
$en58,282525  sen45 0,7071067

HF =HD + DF =1,4142135 L + 0,437016 L = 1,8512296 L

Y a podemos componer la Fig. 4 dibujando primero el AHDC del que conocemos sus
tres lados:
HD=+2L ; HC=BH ; DC=BD
Después prolongamos HD en el valor DF conocido, con lo que se tiene €l vértice F. Asi
se consigue obtener el AHFC que es € que, en nimero de 10 por cara del dodecaedro constitu-
ye los angulos poliedros en H.
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Como se ve, e dodecaedro andamigje nos ha servido para dibujar las Figs. 1, 2, 3, 4 pe-
ro no sirve para construir, materialmente, €l poliedro estrellado a causa de las penetraciones

antes mencionadas.

3 A

LaFig. 5 muestrad desarrollo del angulo poliedro en H; con 12 de ellos se construye el
poliedro estrellado resultante (s6lo se muestra la pestafia de cierre lateral). Se mantienen los
segmentos DC para indicar como resultan los pentégonos estrellados en las caras del dodecae-
dro inicial. Al componer los 12 elementos de Fig. 5 se van configurando automaticamente los
diedros de |l os sucesivos angulos poliedros. LaFig. 6 es el poliedro estrellado acabado.

Este poliedro regular estrellado tiene 12 Vértices (V = 12), uno por cada cara del dode-
caedro inicid: los 12 son angulos poliedros estrellados y cada uno es pentagonal, es decir, de
especie E = 2 (un pentagono estrellado también es de especie 2).

De cada vértice parten 5 aristas con un total de 5x12 =60 ; pero como cada arista de

ésas es comuln ados vértices, ser& A= 6—20 =30; 30 aristas en definitiva.
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Veamos como se computan las caras. De cada vértice parten 5 tridngulos equilé&teros
gue son comunes a 3 vértices; asi se tienen 5><_312 =20 caras. C = 20. Las 20 caras son trian-
gulos equiléteros, por tanto, convexosy de especie e = 1.

Resumiendo, €l poliedro obtenido tiene:

C=20 ;: e=1 ; V=12 : E=2 : A=30

El teorema de Euler para poliedros estrellados da la especie € para el que acabamos de

construir:
£ = Ce+EV-A_20x1+2x12-30
2 2

Por tanto, como poliedro n° 1 hemos obtenido un icosaedro (C = 20) de caras triangula-

res, de séptima especie (€ = 7), y 12 angulos pentagdricos (V = 12) de 22 especie (E = 2).

=7

utertudso
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18.12.2 POLIEDRO REGULAR ESTRELLADO n° 2
El poliedro de partida serd un icosaedro convexo de arista AB = L (fig. 1); lostriangulos

equiléteros de sus caras serén los ABH y e pentagono de centro O serala base de su clpula su-
perior (punto 18.6.2). ABDH son algunos vértices de dicho icosaedro.

A

A D

OA =0,8506508 L  (r del punto 18.6.1)
OH=0,525731L (hdel punto 18.6.2)
OC=0,3249196 L (OD del punto 18.12.1)

HC = +JOC? + OH ? = 0,618034 L (lo que muestraque HC = CB = CA, punto 18.6.3).

LaFig. 2 esel desarrollo (con la pestaia de cierre) del triedro en C, ABH.

LaFig.3 esd desarrollo (no se incluye ninguna pestafia) de la cipula en H del icosaedro
junto con los 1os 5 triangulos asociados a ella (punto 18.6.2). Naturamente, esa Fig. 3 no desa-
rrollatridngulos equil aeros, sino los triedros segun Fig. 2.

/ AN H - \
/ / H H \ \
~ / / \ -
Y / /-
\ \ / / /
\ \ ~C~ / /
\ VP SN/ /
A /B
~

Con dos desarrollos como €l de la Fig.3, encgjados en oposicién, componemos lo que
tiene la apariencia de ser un icosaedro. Pero veamos qué poliedro regular estrellado resulta en
realidad (Fig.4).

Este poliedro estrellado n° 2 tiene 12 veértices, los mismos que el icosaedro de partida,
ya que no cuentan como tales los vértices concavos de los triedros rehundidos. Asi pues tene-
mos 12 vértices de angulos poliedros pentaédricos estrellados (V = 12). Es decir, son de especie
E = 2: recuérdese que es 2 la especie del pentégono estrellado (punto 11).
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Las caras son los planos concurrentes en los vértices, es decir, pentdgonos convexos.
Esos pentégonos, al no ser estrellados, son de especie e = 1.

H

4 5

En cada vértice concurren 5 de esos planos. 5 x 12 = 60. Pero como cada uno de esos 60
planos es comun a5 vértices, resultaran 12 caras (60 : 5). C =12,

Cantidad de aristas: 5 por vértice; 5 x 12 = 60 aristas en total; no cuentan las aristas de
los triedros rehundidos. Pero como cada arista es comin a 2 vértices, resultaran 30 aristas (60 :
2). A =30.

Resumiendo, el poliedro obtenido tiene:

C=12 ; e=1 ; V=12 ; E=2 ; A=30

Aplicando el teorema de Euler generalizado para los poliedros estrellados obtenemos la

especie € de este poliedro n° 2:
£ = Ce+EV -A _12x1+2x12-30
2 2

Asi pues, o que hemos obtenido es un dodecaedro (C = 12) estrellado de tercera especie
(€ = 3) de caras pentagonal es convexas de 12 especie (e = 1) y V = 12 angulos pentaédricos es-
trellados, por tanto de 22 especie (E = 2).

LaFig. 5 muestra otra perspectiva de la cipulaen H parafacilitar su vision.

=3

18.12.3 POLIEDRO ESTRELLADO Nn® 3
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Es andlogo a que se estudié como n° 1 (punto 18.12.1). Ladiferenciaesqueen e n° 1
los angulos poliédricos eran pentaédricos estrellados y en este n® 3 son también pentagdricos,
pero convexos (E = 1). En ambos casos, pues, se parte de un dodecaedro convexo.

El ABCH delaFig. 1 es el mismo que e de igual denominacion de la Fig.1 del punto
18.12.1. Lapresente Fig. 1 es & desarrollo de la pirdmide pentagonal a asentar sobre cada cara
del dodecaedro de partida. Solo muestra la pestafia de cierre lateral. Asi pues, se necesitan 12
pirdmides como la que se obtiene con laFig. 1.

La Fig. 2 muestra e poliedro completo. Se ve que tiene 12 vértices (V = 12), deE=1
como se dijo antes.

De cada vértice parten 5 pentégonos estrellados, por tanto dee = 2.

5 x 12 = 60 caras comunes cada una a5 veértices, producen 60/ 5 = 12 caras. C = 12.

A su vez, de cada vértice parten 5 aristas, cada una de las cuales es comin a 2 vértices;
ellonosda5 x 12/ 2 = 30; esdecir, A = 30.

Veamos cual eslaespecie del poliedro segun Euler:
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£ = Ce+EV-A _ 12x2+1x12-30 _
2 2
Resumiendo, el poliedro n° 3 obtenido tiene:
e=3 ; C=12 ; e=2 ; V=12 ; E=1 ; A=30
O sea, hemos obtenido un dodecaedro (C = 12) de caras estrelladas (e = 2) y angulos
pentaédricos convexos (E = 1), de especie € = 3.

3

B

Hagamos ahora el gjercicio de considerar este poliedro, no como estrellado, sino sim-
plemente como irregular afin de aplicarle, en este caso, el teorema de Euler restringido. Ahora
tendremos:

Caras: C=5%x12=60

Vértices: seincluiran, aparte de las puntas extremas (12), los vértices de | as bases de las
12 piramides (0 sea, los 20 vértices del dodecaedro). V = 12 + 20 = 32.

Aristas. En e poliedro estrellado habia 30 aristas pero ahora cada una de aguellas se
convierte en tres. la base de una piramide y dos aristas laterales de otras dos piramides. Asi se-
r& A=30x3=90

Aplicando el teorema de Euler restringido, tendremos:

C+V=A+2 ; 60+32=90+2

18.12.4 POLIEDRO REGULAR ESTRELLADO n°4

El poliedro de partida es un icosaedro que se muestra en la Fig. 1 como version alam-
brica. En ella se resaltala caratriangular ABC gue resulta homotética del tridngulo A'B'C” (en
linea discontinua). Este ultimo triangulo tiene por lados diagonal es de pentégonos que a su vez
tienen por lado la arista del icosaedro L.

La homotecia, con su centro H, se destaca en la Fig. 2 donde se aprecia que los seg-
mentos AA”; BB"; CC” son también lados del icosaedro.

Asi pues, para construir €l poliedro n® 4 buscado, 1o Unico que se necesita son 20 piré
mides como laHABC de Fig. 2 para asentarlas sobre |as caras del icosaedro de partida.

Paracalcular laaristalateral HB de la piramide HABC, tendremos seguin Fig. 2:

HB _BC 1618034 (punto186.1)
HB _ BC
HE _ HB+L

dedonde: HB =1,618034 L

1618034 1,618034
Es decir la arista lateral HB de la pirdmide mide lo mismo que la diagona B"'C" del
pentagono (ver Fig. 1), ago que recuerdalo ocurrido con las piramides del poliedro n° 3.

217




Jestis de la Pefia Hernandez

218

El desarrollo de esas piramides se ve en la Fig. 3 que permite € plegado de 4 de ellas.
Con 5 blogues como €l de Fig. 3 se completa e poliedro estrellado n° 4. Ocurre, sin embargo,

2 H

gue las configuraciones de la Fig. 3 y del icosaedro base no son plenamente compatibles a pe-
sar de que 4 x 5 = 20. Al final del proceso de construccion es preciso desmembrar la Gltima
Fig. 3 para obtener una pareja de piramides adosadas y dos mas, aisladas.

Con ello llegamos a conseguir, segun Fig. 4, € poliedro n° 4. Hay que decir que para di-
bujarlo se ha empleado un recurso muy sencillo: cada piramide es simétrica de otra adyacente a
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ella, respecto del plano determinado por la arista de la base que tienen en comin, y € centro del
icosaedro.

En el poliedro n° 4 se aprecian 20 vértices (V = 20) de angulos poliedros triédricos, por
tanto, de especie E = 1 (un triedro no puede ser estrellado).

De cada vértice parten tres caras que son pentégonos estrellados (e = 2): 3 x 20 = 60
planos. Como cada uno de esos planos es comin a5 veértices, ser& 60/5 = 12 caras (C = 12).

En cuanto alas aristas, saliendo 3 de cada vértice, y siendo cada una de ellas comuin a 2
vértices, resultaque A= 3x20 x220 =30; (A = 30).

Resumiendo, € poliedro regular estrellado n° 4 es un dodecaedro (C = 12) de caras
pentagonales estrelladas (e = 2) con 20 vértices (V = 20) poliédricos convexos (E = 1) de con-
figuracion triédrica; el resultado es un poliedro de especiee = 7:

.= Ce+EV-A _12x2+1x20-30 _
2 2

7

Snlertidso
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18.13 POLIEDROS SEUDORREGULARES

Se diferencian de los regulares en que, aunque también tienen por caras poligonos
iguales o0 simétricos, como aquellos, en e presente caso esos poligonos son irregulares. Los dos
gjemplares que vamos a estudiar tienen en comun el hecho de proceder de una base octaédrica.

Otro rasgo comun es € de representar la forma cristalina (sistema regular) de algunos
nesosilicatos del tipo Me;Me;3(SiO,)3: Me puede ser Al, Fe, Mg, Cr.

18.13.1 ROMBODODECAEDRO
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En el museo CosmoCaixa de Alcobendas, Madrid, se puede ver un giemplar perfecto de
Granate Verde (hay granates de diversos colores) cristalizado como rombododecaedro.

Se muestraen laFig.1y tiene las siguientes propiedades:

V = 14; los vértices pertenecen a dos familias. 6 angulos poliedros agudos de 4 caras,
correspondientes a los &ngulos agudos del rombo facial (y en relacion directa con los 6 vértices
del octaedro base), y 8 vértices obtusos de 3 caras correspondientes a los angulos obtusos del
rombo y relacionados con las 8 caras del octaedro basico.

C = 12; las 12 caras son rombos iguales con diagonales en razon a V2. Todos los die-
dros entre caras son iguales. Esto conduce a lo que podriamos llamar rombododecaedro regu-

lar, porque si la razén de diagona grande a pequefia, en el rombo, es distinta de J2 pero me-

nor de /3, se consiguen rombododecaedros irregulares: 10 caras basicas igualesy 2 asi mis-
mo iguales pero hechas de rombos distintos de los anteriores. Y ello siempre que los angulos
HDlagonal Mayor Rombo EL

entre dos de las 10 caras valgan 2arcsen

2 AlturaRombo C

A = 24; todas las aristas son |guales alos lados del rombo y unen un vértice agudo con
otro obtuso.

C+V=A+2 ; 12+14=24+2

D™ H

En laFig. 1, ABCDE son los vértices agudos vistos del rombododecaedro; F y G son
vértices obtusos. Esos 5 vértices agudos son trasladados ala Fig. 2 para asentarse en €l octaedro

de partida. La Fig. 3 nos da la pista de la relacion del rombododecaedro con V2 y por tanto,
con € papel DIN A. Como se ve, laFig. 3 eslamisma 2 ala que se han trasladado las aristas
enFyenGdelaFig. 1. Asi seforman las piramides triangulares F ABE y G ABD. La primera
es cortada por € plano EFH (normal ala diagonal AB) que, ampliado en la Fig. 4 muestra su
altura FO. Caculemos el dngulo en H.
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Para ello vamos a establecer previamente la hipétesis de que una cara rombica tiene L

como diagona mayor (AB pe.)y L/ V2 como diagonal menor. Asi podremos escribir, (Figs. 3
y4).

= 35,26439°

_ Hoo . HAWB1 L A 3x 242
Ang.H arccoség—HE arccogH 2 3 Jax ZH arcco: 5 E

Si la hipétesis establecida es cierta ocurrira que los semirrombos AFB y AGB de Fig. 3
serén coplanarios, es decir, Ang. FHG = 180°.

Recordando (punto 18.9.5) que € diedro entre caras del octaedro (en este caso el de
aristaAB de Fig. 2) vale 109,47123°, €l referido Ang. FHG valdra

109,47123 + 2 x 35,26439 = 180
lo que prueba que la hipétesis es cierta.

Vamos ya a construir €l rombododecaedro con papel, por tres procedimientos distintos,
pero siempre a base de rombos procedentes de DIN A. La Fig. 5 muestra como plegar un rec-

tangulo DIN A para obtener un rombo con diagonales de razén +/2 . La 6 esladisposicion que
han de adoptar |os 12 rombos para cerrarse como poliedro, y la 7 esboza una solucion modular
de rombos engatillados.

> 6

;

Para el proceso de engatillado, recordar € punto 18.9.4. LaFig. 5 constituye un médulo,
y se precisan 4 conjuntos de 3 médul os engatillados como €l de la Fig. 7. Al fina hay que en-
gatillar los 4 modulos entre si.

Antes de proponer €l tercer procedimiento de plegado vamos a calcular € diedro entre

caras de un rombododecaedro, € de laFig. 1 pe. LaFig. 8 eslamisma 1 habiendo cortado la
arista FB con un plano normal por G. Asi tendremos en Fig. 8 que A'E” esigua a la diagonal
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AE (paralelas comprendidas entre paraelas) y que A"J = E'J (alturas de dos rombos adyacen-
tes), de maneraque el Ang. A"JE" dael valor del diedro buscado.

Si suponemos que la diagonal menor del rombo vale 1, lamayor valdra /2 y el lado

\/%g + Egﬂ = 0,8660254

Por otro lado la altura del rombo esigual a érea de éste partida por su base (el 1ado)

_ 1xy2
2x0,8660254
Asi que e angulo A" JE valdra

= 0,8164965

Ang.AJE'= chsenﬁg : 0,8164965 Ez 120°

Hay que decir que laFig. 5 no es la tnica manera de obtener un rombo “A”. Yavimos
enlaFig. 1 del punto 18.2.5 otro procedimiento: tan bueno es uno como otro, pero ha de tener-
se en cuenta que partiendo de sendos rectangulos del mismo tamafio se obtienen rombos dis-

tintos (semejantes pero con /2 como razén de semejanza, precisamente).

Continuando con € punto 18.2.5, vimos ali que el angulo formado por la base de la
pirdmide rémbica con una cara lateral, era de 60°. Ello quiere decir que si adosamos dos piré
mides por dos de sus caras laterales, |as bases rombicas formaran un angulo de 120° en la nueva
figura.

Esa nueva figura contiene, por consiguiente, dos rombos de un rombododecaedro, pues
segulin vimos antes, 120° es también el diedro entre caras de dicho poliedro. Ademés, a adosar
las dos piramides, sus vértices se confunden con el centro del rombododecaedro: también en
éste los radios son distintos segin se una el centro con un vértice agudo u obtuso (igual ocurria
en la pirdmide con sus aristas |aterales).

La Fig. 9 muestra las 4 piramides de centro O (el del rombododecaedro) asociadas a
vértice agudo C de Fig. 1. A laizquierda se ve, sombreado, el Unico rombo visto.

Para construir el poliedro se necesitan, naturalmente, 12 piramides que a su vez se ob-
tienen asi:

Con laFig. 10 se consigue un vértice agudo (formado por 4 caras rombicas): es € de la
Fig. 9.

Con 4 desarrollos como €l de la Fig. 11 (2 pirdmides cada uno) se consiguen las 8 res-
tantes.

Dos observaciones. primera, los dos tridngulos que constituyen €l rombo facial parecen
equilateros pero no lo son; segunda, €l rombododecaedro obtenido por el dltimo procedimiento
es més consistente que |os otros dos ya que su interior esta reforzado por las 12 piramides.
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18.13.2 TRAPEZOEDRO

Es un poliedro seudorregular de 24 Caras en forma de trapezoides, 26 Vértices y 48
Aristas (24 grandes y 24 pequefias). Cumple, pues, con €l teoremade Euler: 24 + 26 =48 + 2.

Es una de las formas en que cristaliza la pirita (sulfuro de hierro S;Fe).

De los 26 vértices, 18 estan inscritos equidistantemente sobre tres circulos maximos
ortogonal es pertenecientes a una esfera circunscrita a un octaedro cuyos 6 vértices se cuentan
entre los 18. Estos 18 veértices equidistan R del centro del poliedro pero con mayor distancia
gue los otros 8 vértices que estén asociados alas 8 caras del referido octaedro.

E

L

Los diedros entre caras del poliedro son todos iguales, tanto los de aristas grandes como
pequeiias, y valen138,118°.

La Fig. 1 muestra el poliedro; en ella se aprecia el gagjo EAFGB que, trasadado a la
Fig.2 seintegra en uno de los 8 triedros coordenados. Asi e poliedro gueda inscrito en una es-
feraderadio R = OE = OF = OG = OA = OB. Vamos a determinar la cara AEBP en funcion
deR; haremos R =1 (Ra = 1; Rp=0,9473).

En Fig. 2 los AAHB y AHO son iguales por ser rectangulos isosceles con un cateto co-
mun. Sus hipotenusas, por tanto, seraniguales: AB=A0O=R=1.
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Asi ha quedado establecido e ACDI que es homotético con e EFG; obtengamos el
centro de homotecia P.

Como FE =+/2 y €l @angulo en A del octégono regular vale 135°, ser&

2
_ 2 _
AE = 1% =0,7653668
2
Larazén de homotecia da:
CD CP CP /2 -1
EC =+ AE? - AC? =0,5794708 ; luego CP=0,3169231

Con lainformacion conseguida hasta agui ya se puede dibujar la Fig. 3 que es una cara
del trapezoedro: conocemos sus dos diagonales y 1os segmentos en que se cortan. Los lados
del trapezoide son AE, ya conocido y AP que vale:

AP =+/AC? + CP? =0,5919799

G

LaFig. 4 es el plano de plegado de uno de los 8 ggjos (recordar la Fig. 2) que constitu-
yen el trapezoedro.

Hay que decir que en € trapezoide de laFig. 3 no se dalarelacion aurica que teniamos
en el teselado de Penrose (caso 1B del punto 12).

\ /
\ /
\ /
\ /
/ \
/ \
/ \
N Vi
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18.14 MACLAS

En cristalografia se denominan asi las agrupaciones de cristales semejantes orientados
de tal manera que uno podria superponerse a otro mediante traslaciones, simetrias o giros; 10s
dos ultimos, respecto de los Ilamados planos o ges de macla. En realidad, 1a macla es una fase
del proceso de crecimiento de los cristales.

18.14.1 MACLA TETRAEDRICA

Es como la mostrada en la Fig. 1 en que dos tetraedros iguales (el ABCD y € de vérti-
cesvistos XY Z), se interpenetran.

L 2

Aparenta ser un poliedro regular estrellado pero no o es (ver punto 18.12). Uno de los
tetraedros se puede convertir en e otro mediante este proceso: hallar su simétrico respecto de
unade sus caras, trasladarlo 1/ 2 de su altura'y girarlo 60°.

No se muestra el plano de plegado de la macla porque |a consideraremos constituida por
un tetraedro grande y 4 pequefios (de lado mitad que el grande) centrados en las caras de aquel.
Para la construccion de un tetraedro, ver punto 18.2.1: obviamente, la anchura de la tira de pa-
pel originaria del tetraedro grande ha de ser doble que la del pequefio.

Lamaclatiene 4 x 2 = 8 vértices que |0 son, a su vez, de un cubo (Fig. 2). Si €l tetrae-
dro grande tiene de lado L, el lado del cubo es la distancia entre dos aristas opuestas de dicho

tetraedro grande y vale L—\Z/E (ver punto 18.2.1.1).

La blenda, sulfuro de Zn (SZn), cristaliza en el sistema cubico, hébito tetraédrico, ma-
clas polisintéticas.

18.14.2 MACLA DE CUBOS

LasFigs. 1y 2 muestran el aspecto de una macla miltiple de estas caracteristicas:

Cubo grandedelado AB = L.
Cubos pequefios de lado L .

Np)

Posicion relativatal, que la seccion comin ABC sea un tridngulo equiléero.

Las siguientes condiciones definen el cubo pequeiio emergido, cuyo plano de plegado es €l de

laFig. 3:
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Cuadrado ADBF., delado AD = = = 0,7071067 L.

2

Tridngulos BCD, ADC y ABD son rectangulos iguales e isosceles (punto 18.2.1.2) con sus

tres lados conocidos: hipotenusa CA = L; ambos catetos de longitud AD = L :

J2
Tridngulos CDG y GFE semejantes (todos sus angulos iguales):
2 2
DG FE co ,L 4
J2

Triangulos BFE y AFE, iguales y determinados: el primero es rectdngulo en F; BF =

FE:Lﬂ,asique BE = BLG+ /2 :L@:O,7905694L
4 V20 04 4

Con todo ello se puede dibujar la Fig. 3, plano de plegado del cubo emergente por el diedro
de arista AB.

L.
Nl

1 2
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O Girando 180° aquel cubo emergente alrededor de AB vy trasladandolo, se tiene otro cubo
pequefio emergente: visto en el angulo inferior izquierdo de Fig. 1 antes de asociarse al cu-
bo grande por coincidencia de los puntos H.
La Fig. 4 muestra cOmo, en cuanto creciera un poco el cristal representado por el cubo pe-
quefio superior, empezaria a emerger por la cara BHI.
Se ha elegido un maclado sencillo con el fin de poderlo construir con facilidad. Para plegar
el cubo grande, ver el punto 18.8.1.
La fluorita, fluoruro célcico (F,Ca) se presenta en maclas cubicas hermosas y de muy va-

riadas morfologias.
18.14.3 ARAGONITO
Carbonato calcico (CO3Ca) descubierto, como se sabe, en Molina de Aragon. Cristaliza

en maclas de aspecto hexagonal, aunque sus cristales son, realmente, del sistema rombico. Ver
Fig. 1. La Fig. 2 es el plano de plegado de la macla.

1 2

n
||

18.14.4 MACLA CUBICO-OCTAEDRICA

1 2
B
s
B <HOR
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LaFig. 1 muestra un g emplar compuesto por un octaedro de lado L segin Fig.1 ( punto
18.9.1) y por 8 piramides triangulares de vértice trirrectangulo (punto 18.2.1.2) cada una centra-
da sobre la correspondiente cara del octaedro. La Fig. 3 muestra esas pirdmides asociadas a su
correspondiente cubo (se ve “oscurecido” € interior del cubo para resaltar las piramides en sus

vértices). Delasfiguras se deduce que el lado de ese cubo mide % .

La galena, sulfuro de plomo (SPb), dentro de su gran variedad de combinaciones (cu-
bos, octaedros, rombododecaedros), se presenta en maclas de aspecto tabular, con frecuentes
combinaciones de octaedros y hexaedros.

18.14.5 PIRITOEDRO n° 1

228

Lapirita cristaliza en €l sistema regular predominantemente en forma de cubos y penta-
gonododecaedros o en combinaciones de ambos. Se conocen al menos 25 formas distintas.

Este primero que vamos a estudiar aparece en la Fig. 1 como resultado de achaflanar las
aristas de un pentagonododecaedro como € de la Fig. 2. Los chaflanes descartados, en forma
de cuiia, son los de la Fig. 3. Ya se ve que e achaflanado puede hacerse de cualquier manera,
pero aqui hemos optado por mostrar laforma més regular: la que produce en la seccion recta de
la cufia un tridngulo como el ABC delaFig. 1 (punto 18.6.1).

Observando la presente Fig. 1 se ve que consta de 18 caras. 12 hexagonos irregulares
iguales sobre los mismos planos que los pentagonos de la Fig. 2, y 6 rectangulos iguales, bases
de sus respectivas cufias.
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Esos 6 rectdngulos estén centrados en las caras de un cubo tal como se muestra en la
Fig. 4. Cada pareja de rectangul os opuestos es homotética y ocupa planos paralelos alos lados |
delaFig. 4 dcha. del punto 18.6.1; | es el lado del pentdgono del dodecaerdo de laFig. 2.

Ladistancia entre esos dos lados paralelos es €l lado AB del cubo de lapresente Fig. 4y
se deduce de laFig. 5 que es un detalle ampliado de aquella Fig. 4 dcha.

AB =D -2xFD cosélao - % @z (verPunto18.6.1) =

= 2,3416407I

= %,618034 ~2x0,1624599 cosébo _ 116,56505 %

Lo visto hasta aqui pone de manifiesto que en este piritoedro coexisten un hexaedro y
un pentagonododecaedro.

Para dibujar € plano de plegado (Fig. 7) del piritoedro nos vamos a detener en analizar
como esté congtituida la cufia de la Fig. 3; ésta estd ampliada en laFig. 6, y sobre ella podemos
escribir:

CD =1 =lado del pentagonododecaedro.

Ang. ECD = Ang. ECF = Ang. FCD = 108°
CE=CF=DG =AC (punto 18.6.1) = 0,2763932 |
EG paraelaaCD

Con esto ya podemos dibujar laFig. 8: es el plano para plegar un hemipiritoedro; se ne-
cesitan dos de ellos para montarlos en oposicion; como cada uno de ellos produce 4 rectangul os
y solo necesitamos 6, habrén de descartarse 2.

v <Z

Previamente ala Fig. 8 se ha dibujado la 7 que es e plano de plegado de un hemidode-
caedro sobre el que se han trazado las lineas precisas para transformar € dodecaedro en un pi-
ritoedro. Por fin, en el paso de la 7 ala 8 se quitan aguellas lineas que son innecesarias en €l
plano de plegado definitivo. Obsérvese en éste el plisado que se requiere.
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18.14.6 PIRITOEDRO n° 2

Esta macla piritoédrica consiste en dos pentagonododecaederos que guardan la siguiente
relacion (Fig. 1):

1 & F E

p i

A e e

Sus bases pentagonales superior e inferior se mantienen en sendos planos paralelos. Un
poliedro se obtiene girando el otro 36° en torno del ge determinado por los centros de aquellas
bases (ver punto 18.6.1). Asi se ve emerger el segundo por €l medio de las caras del primero.

LaFig. 1 muestra en blanco e primer poliedro. Del segundo se ve, sombreado, lo que
asoma de uno de sus 10 pentégonos faciales.

En definitiva, lo que asoma del segundo dodecaedro son 10 cufias (realmente, prismas
triangulares truncados) iguales alade laFig. 6 del punto 18.14.5 Es como s ahora utilizaramos
las cufias que entonces desechabamos.
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En la presente Fig. 2 tenemos el plano de plegado de la cuia una vez que tenemos todos
los datos para lograrlo (ver unavez més el punto 18.14.5). Observar que lostres angulosen Cy
D son los pentagonales de 108°.

18.14.7 LA CRUZ DE HIERRO

También conocida como ROSA DE HIERRO, es una macla de complemento bastante
frecuente, en laque cristalizalapirita.

.

A
Para construirla partiremos del pentagonododecaedro de Fig.1 que asociaremos a punto

18.6.1: aqui, AB serala que alli se llamaba gran diagonal D; BC es, naturalmente, el lado | del
poliedro, y CD esladiagonal de un pentédgono facial que entonces se llamaba d.

En el mencionado punto 18.6.1 se veia que D —d =1, cualidad muy peculiar que ahora
vamos a aprovechar dibujando la Fig. 2. Consiste ésta en una serie de cruces trirrectangulas de
estas caracteristicas:

Su centro O coincide con el del dodecaedro.

L os brazos grandes del tipo AB miden tanto como &l segmento AB de Fig. 1 (lagran dia-
gonal D antes mencionada).

Los segmentos del tipo DC miden lo que la diagonal DC de Fig. 1, y constituiran, como se
ve en laFig. 3 un cubo de carastipo CDCD.

L as pequefias cruces del tipo BCCCCC tienen por brazos segmentos como la mitad del lado
BCdeFig. 1.
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» Uniendo los extremos de las pequefias cruces y su centro B con los vértices del mencionado
cubo, se obtiene lamaclatal como seveenlasFigs. 306 4.

* EnestasFigs. 3y 4 se distinguen, mediante sombreado, l0s pentdgonos faciales que cons-
tituyen ambos dodecaedros, directo e inverso.

LaFig. 5 es el plano de plegado de cada uno de los 6 cuerpos que han de adosarse alas
respectivas caras del cubo ya mencionado.

En esaFig. 5 todos los tridngul os estén determinados:

CA =CD =1, lado del dodecaedro original.

AD = 1,618034 |, diagona del pentagono facial: sera €l lado del cubo de partida, a
construir previamente.

CB=1/2

AB =1,248606 | (Gl del punto 18.6.1; ver también DB en Fig. 3).

Solo restainsistir en que, para construir materialmente la Cruz de Hierro, €l poliedro de
partida que se requiere no es el dodecaedro de Fig. 1, sino el cubo de caras CDCD.

Clertudio
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CUERPOS REDONDOS

Como es sabido, son € cilindro, el cono y la esfera. Vamos a construirlos los tres me-
diante engatillado (afianzar con papel celo si fuera preciso, especialmente en e caso del cilin-
dro). El cilndroy el cono sblo requieren del papel unaflexién pura.

Las bases de cilindro y cono van a ser virtual es (intersecciones entre ellos o con el plano
de referencia). La esfera va a ser laminaria, y por consiguiente, virtual (recordar, como analo-
gia, €l punto 18.8.5) seguin € disefio de Donovan A. Johnson.

Vamos a asociar |0s tres cuerpos entre si para que constituyan un curioso conjunto geo-
meétrico. La Fig.1 recoge, en seccidn, las caracteristicas de ese conjunto que derivan, todas, de
disponer de una esferalaminariade radio R.

R “F

R/2

g y 1

H|  plano de referencia

b [

Esas caracteristicas son las siguientes:

» Laesfera se dga descansar sobre e plano de referencia: se apoyara sobre é como
achatadaen un valor b.

» Laesferase cubrirdcon un cilindro que se gjustarda ellay se apoyara, asi mismo, en
el plano dereferencia

* Uncono invertido, con vértice en & centro de la esfera, es tangente alas tres |aminas
circulares trirrectangulas que definen la esfera. Ademas, corta a cilindro en la mis-
ma base superior de éste. La base del cono estd en un plano que dista R / 2 de dicha
base superior del cilindro.

ESFERA
Como hemos dicho tendré de radio R y consistira en tres circulos también de ra-
dio R (Fig. 2). Es preciso hacer los cortes y plegados que se indican para después intro-
ducir loscirculosb y c en € a Hay que recordar que el b debe adoptar forma de cuadra-
do para poderlo introducir en € a. Finalmente, deshacer los plegados y enderezar €
conjunto. Dicho conjunto esférico queda determinado por esos tres circulos que se inter-
secan trirrectangularmente.

CILINDRO
Su desarrollo estaen laFig. 3 con las dimensiones en ellaindicadas.

CONO
Idem cilindro, pero en Fig. 4.
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a+H

2

27R

Las relaciones entre magnitudes, necesarias para construir 10s tres cuerpos y su conjun-
to, se obtienen a continuacion.
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H eslaaturade un tetraedro delado R (ver punto 18.13.2); esadturavae
H= R\E =0,8164965R  (ver punto 18.2.1.1)

El aplastamiento b serd, por tanto:
b=R-H =0,1835035R
El semiangulo del cono y es e complemento del angulo 3 calculado en el punto 18.2.1.1:
y =90 -54,73561 = 35,26439°

Ese angulo de 54,73561° es e mismo que forma con cualquiera de los tres circulos consti-
tuyentes de la esfera, € plano de asentamiento de la misma en e plano de referencia (indi-
cado por un circulo de linea discontinuaen laFig. 6).

Para que € cilindro llegue justo hasta la superficie del cono, la altura a de éste hasta la base
superior del cilindro ser&

a=—— = RJ2 =14142135R
tgy

El radio de labase exterior del cono valdr&
R=h+2Hgy =13535534R
Ul 20

Lageneratriz del cono vae:

g= R 2,3444232R
seny
El &ngulo desarrollado de la superficie conicaes, Fig. 4
E= % radianes = 2R>;180 = 207,8461°

Laalturatotal del cilindro es:
a+H =22307101R

Lalongitud de la circunferencia de la base del cilindro vale:
21R = 6,2831853R
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20.1

La Fig. 5 es e conjunto final tal como se ve desde el exterior. La 6 es la esfera que
muestra su plano de asentamiento en el de referencia, tal como ya se indicé antes. LaFig. 7 que
representa el cono, muestra sus tres generatrices en las que dicho cono es tangente a los tres
circulos de la esfera: coinciden con tres aristas del tetraedro antes referido. Por fin, la Fig. 8
contiene todas las lineas necesarias para la representacion: precisamente por ser muchas, y para
mayor claridad, se han presentado las tres figuras anteriores.

LA FLEXIBILIDAD DEL PAPEL

Parece razonable tocar este tema que es indisociable de la papiroflexia (la flexia del pa-
pel). Y habra que decir que, hasta el momento, y a pesar de que este libro esta llegando a su fin,
no hemos tratado de papiroflexia pura méas que en tres ocasiones: a propésito de las cintas de
Moebius (punto 14.1), y en el anterior punto 19 a estudiar € cilindro y el cono.

Si se me permite un neologismo, habra que decir que alo que llamamos papiroflexia le
cuadraria mejor el nombre de papiroplegia (con g de plegado). Lo que no quita para admitir
gue laflexia es previa e imprescindible para la plegia. Pero también, que parece abusivo identi-
ficar laflexion del papel, con su plegado.

LA LEY DE HOOKE

Las anteriores consideraciones me han llevado a estudiar, aunque sea de manera ele-
mental pero rigurosa, la flexibilidad del papel. He querido calcular su modulo de elasticidad, €
Maodulo E de Y oung que interviene en laley de Hooke, basica en el estudio de laresistencia de
los materiales.

Lo primero que se me ocurrio para ello fue apoyar una hoja de papel en los cantos de
dos libros para que flexara libremente como viga apoyada en sus extremos y sometida a su pro-
pio peso. Se trataria, simplemente, de aplicar a la ecuacion diferencial de la linea eléstica los
datos (medibles todos) asociados a experimento, para obtener E.

Sin embargo, en seguida vi lo problematica que resultaba la configuracion de partida.
Lainvestigacion me condujo a “Handbook of pulp and paper technology” donde se desarro-
llaba el mismo procedimiento que yo habia disefiado, pero con una diferencia fundamental: la
viga se consideraba empotrada en un extremo y en voladizo. Con ello se evitaban las dificulta-
desinherentes alos apoyos. Ver Figs1ly 2.
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La resolucion de la ecuacion diferencial antes referida nos conduce a la formula que da
la méximaflecha (en su extremo libre) de unaviga en voladizo, empotrada en un extremo y con
carga uniformemente repartida alo largo de toda su longitud:

ql* . 1*q
f= 8] ; delaquededucimosel valordeE: E = a1 f
siendo:

[, lalongitud libre del papel en mm.

g, los kilos/ mm como peso propio del papel en €l sentido del.

I, el momento de inercia de la seccion de laviga de papel, respecto de su gje vertical z,
en mm* (ver en laFig. 3 la seccién de la hoja de papel).

f, laflechadel papel en su flexién libre, en mm.

3

ejez

le

Las Figs. 1y 2 reflgjan las dos maneras en que se ha planteado el experimento, segiin
los dos gjes de un papel Din A4.

Hay que tener en cuenta que el papel, dominado por la direccion de su laminacion, es
anisotropo, es decir, las moléculas de su fibra tienen orientaciones distintas (y por tanto com-
portamientos mecanicos distintos), segun que se consideren en la direccién de su laminacion o
en la perpendicular. Segun esto cabra esperar dos valores distintos de E.

V eamos como se han obtenido losvaloresg e l,, ausentesen lasFigs. 1y 2.

Para obtener el espesor e del papel (Fig. 3) se tomaron 900 g de hojas A4 que resultaron

en cantidad de 181; el bloque tenia una altura de 20 mm, asi que e = %01 =0,11mm.

Al mismo tiempo sera:

g, = _09 2,3677979%x10° Kg/ mm
181x 210
g, = _09 1,6742006x107° Kg/ mm
?  181x297

El momento de inercia de la seccion de papel, segin Fig. 3, es.

b
£12
De manera que:
3 3

I, = % =0,0329422mm* ;1 , = 2100 _ 4 1535995mm

Obviamente | as flechas valen:

f,=64-28=36mm ; f, =64-24=40mm

Sustituyendo valores se tiene:
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4 -5
g, = 28 X23677979%10 7 _ 519909k g / mim? = 23.020Kg /e
8% 0,0329422 % 36
_ 134" x1,6742006x10™°
> 8x0,0232925x 40
Como referencia comparativa se muestran a continuacion los valores de E para algunos
materiales:

= 724,20347Kg/ mm? = 72.420Kg/cm?

MATERIAL E (Kg/cm?)
Pino 96.000
Encina 108.000
Haya 180.000
Plomo 50.000
Vidrio 700.000
Hierro forjado 2.000.000

20.2 EL NUMERO T
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Lo visto en el punto 19 en relacién con €l cilindro nos anima a utilizar laflexibilidad del
papel paraintentar una cosa mucho mas dificil: hacer la O con un canuto, y de paso analizar un
poco de cerca el nimero U

Y avimos entonces cdmo paraque €l cilindro tuviera consistencia como tal, tuvimos que
ayudarnos afianzando |a pestafia mediante pegado, y encajando en su interior un cono y una es-
fera

Y es que, en aquellas condiciones, €l cilindro no produce espontaneamente una seccion
circular, precisamente por la discontinuidad en la flexibilidad del papel en la zona de la pesta-
fia. La solucion para paliar esto es construir un canuto de papel. Cuantas mas vueltas de papel
incorpore éste, més precision cilindrica se obtendra

1

EnlaFig. 1 se ve un canuto formado por un papel enrollado tres vueltas sobre si mismo,
mas el arco interior AB. Dado que la longitud de la circunferencia es Td, para hallar Tt bastara
dividir la longitud de esa circunferencia por su didmetro. En el proceso habra que tomar estas
precaLiciones:

* Dgar bien asentada (mediante papel celo, pe.) la pestafia exterior e.

» Asegurar que todas las vueltas del papel estén bien asentadas unas sobre otras, e iguamente
el resto AB sobrela ltima.

» Conocer e grueso del papel; para €l papel de copia tomaremos a = 0,11 mm (ver punto
20.1).

» Conocer € desarrollo inicial del papel A"B. En nuestro caso, como partiremos de un DIN
A4, A’B =297 mm.
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* Medir con lamayor precision posible e diametro exterior del canuto. Sabedores de la limi-
tacion por la resolucion de laregla de medir (1 mm o, como mucho, 0,5 mm), y por laim-
perfeccion cilindrica que, a pesar de todo, tendremos, tomar varias medidas y hallar la me-
dia. Lo mejor seria disponer de un calibre, naturalmente con nonius, pero esto no es lo ha-
bitual.

* Medir asimismo €l resto AB: un pequefio trozo de papel intercalado por debajo de é y recti-
ficado luego, da su medida. Lo importante, como se dijo, es que AB asi como todas las
Vueltas, estén bien asentadas. que no haya holgura entre ellas.

» Tener en cuenta que lalongitud A"B — AB se traduce en n circunferencias de las que la ex-
terior tiene por diametro d y los didmetros de las sucesivas son d — 2a, d — 4a, €tc.

Asi pues, se podraescribir:

AB-AB
T=
nd-2a+2a+3a+...+(n-1)a

En e sustraendo del denominador tenemos la suma de los términos de una progresion
aritmética que vale (ver punto 7.15.1):

a(n-1)n
2
Asi pues, sera
_ AB-AB

nd —a(n-1)n

En nuestro caso concreto se ha contado con |os siguientes datos:
A'B=297 ; AB=135 ; n=4 ; d=23 ; a=011 resultando:
297 -135

=31264 ()

T=
4x23-011(4-1)4
Comparando € resultado hallado con el que da para Tt mi pequefia cal culadora de bolsi-
llo (* 3,1415927) podriamos llegar a una gran frustracion; sin embargo, no hay motivo de
desanimo.

» Donde seguramente se da el mayor error es en la medida del diametro d: si en vez de dar
por buena una cantidad tan redonda como 23 mm hubiéramos dado 22,643, hubiésemos
obtenido paraTtel valor *.

» Asi pues, € experimento no pretende mas que ofrecer el orden de magnitud de Tt Obtenerlo
con mucha exactitud es muy dificil, dada su irracionalidad.

* En este sentido no podemos degjar de reconocer que e error de bulto o hemos cometido en
laexpresion (1) que, en definitiva, puede tomar laforma

28350
m=—— 2
9068

» Estaformaeslade un nimero raciona (lo que no es 1), que puede adoptar tres configura-
ciones: nimero entero (si la division es exacta, 0 que no se da en € presente caso) y frac-
cion periddica pura o mixta. Seguro gue una de estas dos Ultimas es |la representada por (2).

» El hombre lleva 4.000 afios persiguiendo a 1t En tiempo de Euclides ya se sabia que su
valor debia estar comprendido entre 3 y 4, ya que larelacion de perimetro a didmetro en un
hexégono inscrito es 3, y en un cuadrado circunscrito es 4.

» Con los ordenadores mas potentes en la actualidad se ha llegado a obtener tcon 100.000 ci-
fras significativas. Es cuestion de tiempo y memoria aplicados a desarrollos en serie como
el del ArcSen x (a su vez obtenida por inversion de la serie del seno), a pesar de su lenta
convergencia. O del Arc Tg. En todo caso, €l desarrollo en serie es la manera de afadir ci-
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fras significativas a un nimero irracional mediante la adicién de sumandos racionales, cosa
gue parece un tanto contradictoria, pero en linea con nuestro experimento.

Paraterminar, y en linea con la horquilla euclidea de 3 < 1t < 4, observemos la circunfe-
rencia como limite inferior del perimetro de un poligono de n lados circunscrito a ella’y como
limite superior de otro poligono también de n lados, pero esta vez inscrito en ella, cuando n
tiende ainfinito.

EnlaFig. 2 seve e lado AB del poligono de n lados inscrito en la circunferencia de ra-
dior = OA = OB y e CD dd circunscrito, ambos para € angulo en € centro 2a, siendo

= @ . Asi tendremos;

2n
AB=2rsena ; CD-=2rtga
Siendo 21T lalongitud de la circunferencia, ser&
360 360 . 360 360
2rnsen—<2ir <2rntg— ; nsen—<mn<ntg—
2n 2n 2n 2n
Veamos los valores de esta desigualdad para distintos poligonos.
n=10 3,0901699 < 1< 3,2491970
n =50 3,1395260 < 11< 3,1457334
n =100 3,1410759 < 1< 3,1426266

n=1.000 3,1415875 < 11 < 3,1416030
n=10.000 3,1415926 < 11 < 3,1415928
n=50.000 3,1415927 < 1t < 3,1415927

(paran = 50.000 se produce la saturacion de la pantalla de la calculadora)

A la vista de todo lo anterior, ya no parece tan descorazonador €l resultado obtenido
paraTtcon el experimento del canuto papirofléctico.
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CUADRICAS

Son superficies generadas por conicas (ver punto 13). Esa generacion esta asociada
siempre a una combinacion de conicas en el papel de curvas directrices, unas, y de curvas gene-
ratrices, otras.

Tienen diversas variantes entre las que se cuentan los cuerpos redondos (punto 19) co-
mo cuadricas degeneradas. Las cuédricas fundamentales son € elipsoide, € hiperboloide y el
paraboloide. A continuacién vamos a estudiar:

* El dipsoide en dos variantes, ambas laminarias y engatilladas: € diptico y € de-

formable también eliptico pero de secciones ciclicas.

» El hiperboloide reglado de revolucion, como superficie virtua (ver punto 17).

» El paraboloide hiperbdlico, también en dos variantes. superficie virtua y gecucion

laminaria engatillada deformabl e.

ELIPSOIDE ELIPTICO

LaFig.1 muestrad elipsoide en versién aldmbrica en laque se aprecian las tres elipses
devértices A, B; A, C; B, C que se cortan ortogonalmente en el centro de la cuadrica.

Obsérvese que los tres gjes tienen longitudes distintas; de ahi que el elipsoiede resul-
tante sea eliptico. Si dos g es cualesquierafueran iguales, unade las tres elipses se habria con-
vertido en circunferenciay el elipsoide seria de revolucion.

La generacion de ese elipsoide se explicaa partir de las elipses de vértices ACy BC
como directrices sobre las que se apoyara, como generatriz, unaelipse horizontal desplazando-
se paraelaasi misma (se muestra en tres posiciones distintas: la centrada, y dos simétricas de
esta tltima).

LaFig. 2 eslavision laminaria que ofrece el elipsoide unavez construido con papel.
Constade un total de 9 elipses: las tres principales, dos paralelas a plano AB y cuatro paralelas
al plano BC. Lastres elipses horizontales han de componerse en dos mitades para poder formar
el conjunto del elipsoide. En Fig. 3 se muestran todas las elipses o semielipses necesarias para
formar la cuédrica
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21.2 ELIPSOIDE DEFORMABLE DE SECCIONES CICLICAS

242

Se llaman secciones ciclicas en un elipsoide eliptico las que producen planos que lo
cortan segun circunferencias.

La Fig. 1 representa una elipse que es la seccién principal horizontal del elipsoide; por
tanto, los gjes del elipsoide son a= OA; b = OB. Para hallar el semigje ¢, suponiendo que ¢ > b,
daremos | os siguientes pasos.

1.
2.
3.

4.
S.
6

Trazar unatangente cualquierat que lo seraen e punto umbilical U.

Trazar una secante cualquiera 11 paralelaat que no corte a OA.

En OU, dividir OV en n partes. En nuestro caso, y para mayor comodidad, la divi-
sion ha sido en tres partesiguales.

Hallar la figura homotética de la OVU11 de centro O y razon 1.

Dividir tanto OV como OV~ en 3 partesiguales

Por los puntos de divisién, ademés de por Oy V', trazar paralelas at hasta cortar la

. elipse.

Yaen la Fig. 2, se muestran dos haces de secantes paraelas: los obtenidos en el
punto anterior 6, y su simétrico respecto del gje OX.
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Pues bien, las 7 + 7 secantes recién obtenidas son las trazas en la elipse principa del
plano XY, de los circulos producidos por |as secciones ciclicas para elas simultdneamente al ge
OZy at, 0 asu simétrica respecto de OX.

y
1
B
v 0 A
v 1 X
U
t
2 y
B C
0 A
1 X

El plano tangente en U, y and ogamente |os otros tres, constituiran secciones ciclicas de
radio cero.

Si CC eslatraza de la seccion ciclica por e centro del elipsoide, ello quiere decir que
CC es e diametro de una circunferencia que tiene todos sus puntos en la superficie del €lipsoi-
de, y que, por consiguiente, su radio OC mide tanto como el semigje ¢ buscado. Algo semejante
cabe decir de los otros circulos, pero a ser el mayor de ellos € de centro O, es ése el que de-
terminael valor dec: c = OC.

Para hallar las 14 secciones ciclicas basta obtener las 4 correspondientes a OV porque €
resto son iguales o simétricas.

En laFig. 3 se muestran las trazas de los dos haces de planos para evitar confusiones a
la hora de engatillar unos circulos sobre otros. cada circulo debe llevar su numeracion corres-
pondiente.
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La Fig. 4 muestra la construccion del circulo 14 de didmetro CC™ con indicacion de los
cortes que se han de producir en é para su engatillado con los otros 5 circulos que lo cortan.
Asimismo, los circulos 12, 13y 11. Las lineas discontinuas indican | os cortes.

Como se ha dicho, de estos cuatro circulos salen todos los demés: el haz 1 tiene sus
cortesen € lado inferior y el 2 en el superior. Tal seve en los catorce circulos de Fig. 4.

Vamos a continuar € proceso manejando los 14 circulos obtenidos pero conviene ad-
vertir ya, que se puede prescindir de los n° 11, 21, 16 y 26. Tal como se aprecia en la Fig. 3
€s0s cuatro circulos solo cortan a un Unico circulo, con lo cual, en el montaje quedan a aire con
riesgo de desvirtuar lavisién eipsoidal del conjunto. Su supresién, en cambio, no resta calidad
aesavision.

La Fig. 5 muestra € efecto de deformacion en el elipsoide, manifestada en su plano
principal horizontal.

Si conservando O se acorta el gje mayor pasando de A; a A, €l g e menor crece de OB,
a OB,. Siempre se conserva € tercer gje OC, pero la orientacion de los planos ciclicos cambia
de OC; aOC,.
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Lafigura espacial tiende a aplastamiento en el plano XZ tal como seve en laFig. 6 que
representa a todos los circulos intervinientes envueltos en una nueva elipse. El acortamiento del
semigje arequiere un esfuerzo analogo a de actuar sobre un muelle de compresion.
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Por ello lafigura en el espacio necesita un bastidor para mantenerla estabilizada en una
determinada situacion de deformacion.

Si la deformacion se produce hasta conseguir que los dos haces de Fig. 2 sean ortogo-
nales, |0 que se consigue es una esfera.

LaFig. 7 esunavision aldmbrica del elipsoide con sus catorce circunferencias ciclicas,
y la 8 una perspectiva espacial del mismo. En esta Ultima las circunferencias ciclicas tienen as-
pecto de elipses precisamente por € efecto de perspectiva. A cambio de esta deformacién se
pone bien de manifiesto el curioso aspecto como de nido de abeja que presenta la estructura.

Clertudio
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21.3 HIPERBOLOIDE

Vamos a construir un hiperboloide de una hoja, reglado y de revolucion, también llama-

do hiperboloide alabeado.

El desarrollo para su plegado estd en la Fig. 1 que muestra cdmo la superficie de papel
esta triangulada. Los trapecios superior e inferior tienen por objeto el ensolapado del hiper-
boloide por arriba'y por abajo.

Observar gque la estructura de este hiperboloide recuerda mucho ala del prismoide pen-
tagonal visto en el punto 18.5.3. Se trata ahora, en definitiva, de aumentar el niUmero de lados
haciéndolo tender ainfinito.

L,

U O R W N T N R R
ALV

A ARV AV VARV AR VA AL
] A Y
i

Lamaterializacion papirofléctica del hiperboloide no es facil ni resulta esponténeamente

estable pero da un bello resultado s se consigue.

La solucion éptima (autoestable) tiene estas exigencias:

* Un papel que seaalavez resistente y décil afin de que no se pandeen las generatri-
cesy en cambio, se puedan producir los pliegues con facilidad.

» Afianzar con papel celo los asentamientos monte / valle en la proximidad de los po-
ligonos superior einferior.

» * Ensolapar ambos poligonos con los dos trapecios para dar consistencia a la figura
y ocultar el papel celo aplicado antes. Este ensolapado ha de incluir € acoplamiento
perfecto de cada cuatro lineas monte / valle que resultan coincidir en los veértices
poligonales superior e inferior.

» Ensolapar lafiguralateramente: ello obligaa partir de una pareja extra de triangul os
(un paralelogramo extra).

Como puede no resultar fécil dar satisfacciéon a todas esas exigencias a las que ha de
anadirse habilidad y paciencia, mi recomendacion practica es la siguiente:
» Emplear papel corriente.

» Partir de la Fig. 1; los trapecios sirven solo para reforzar los perimetros superior e
inferior.
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» Pegar los dos romboides extremos para cerrar el hiperboloide.

» Paraconformar lafigura, aplicar en sus dos bases sendos conos en oposicion, hechos
de cartulina previamente.

» Esos conos cumplen una misién semejante a la de los conos de acoplamiento em-
pleados en las operaciones de torneado: Permiten una perfecta adaptacion a hiper-
boloide en su actitud natural y facilitan el giro del hiperboloide para conseguir de é
su postura extrema. Y todo ello permitiendo ver la superficie lateral del hiperboloi-
de. La estabilidad de la cuadrica en aquella postura extrema se garantiza introdu-
ciendo en el cono superior un peso adecuado (p.e. unas bolitas, un collar, una cade-
na, etc).

 Laexigencia * ha de mantenerse rigurosamente aplicando al hiperboloide varias
vueltas de preconformado para acoplar los pliegues que han de quedar superpuestos.

Como ya se ha apuntado, lafiguraclave de Fig. 1 esel AABC que se ve repetido en las
Figs. 3y 4 aungue no sefialado en esta Gltima.

Es necesario que € angulo en B sea obtuso (108° en nuestro caso) para que €l hiperbo-
loide se pueda insinuar como tal en su posicion natural (Fig. 3).

La base BC es e lado de los poligonos superior e inferior que tienden, en e limite, a
sendas circunferencias (recordar €l final del punto 20.2). Los otros dos lados AB y AC son las
lineas de plegado en monte y valle, respectivamente.

La Fig. 2 muestrael AABC en relacion con esas dos circunferencias. Resulta clave de-
cidir lainclinacion del plano ABC sobre la base horizontal, pues de ella dependera la atura
del hiperboloide. En nuestro caso se hatomado 80° para ese &ngulo, tanto en la Fig. 2 como
en la 3. Con €ello se obtiene o que antes hemos llamado posicion natural delaFig. 3.

El hiperbol oide que hemos construido tiene 21 tridngul os de base AB (con uno mas para
el solape de cierre), asi que, partiendo de la Fig. 2 se obtiene la 3 por sucesivos giros del

AABC en torno a O por un valor de % =17.142857°. Ello, aparte de permitir realizar los

dibujos, demuestra que €l hiperboloide es de revolucién.

LaFig. 4 se obtiene asimismo de la 5; en ésta el AABC forma con la horizontal un an-
gulo de 50° en vez de 80°. Paralograrlo hay que torsionar e hiperboloide con la ayuda de los
dos conos hasta degjarlo practicamente en € limite de su posibilidad de giro.

Vemos, pues, que hay dos modos de giro que no deben confundirse: e inmaterial del
AABC en torno del gje del hiperboloide, y €l de torsion — aplastamiento. LaFig. 3 dalavision
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del hiperboloide de papel con sus generatrices; la 4, en cambio, es una presentacién aambri-
ca. Obsérvese que las hipérbolas que solo se perfilan lateralmente en la Fig. 3, resultan muy
patentes en la 4.

Es conveniente que la conicidad de los dos conos auxiliares se asemeje ala de los conos
asintéticos de Fig. 4. En la Fig. 6 se muestran ambos conos (con las trazas en ellos del hiper-
boloide), y su seccidn transversal y desarrollo a escala diferente (ver €l punto 19 sobre cémo
construir un cono).

Para el AABC de partida con lados AB = 95; AC = 99,3658; BC = 12, los conos tienen
una generatriz de 65, una atura de 41,5331 y un angulo conico de 100,57°. Con €llo resultan
tener un radio de base igual a 50 frente a radio extremo del hiperboloide que es de 40,2570:
asi dichos conos sobresalen del hiperboloide tal como seve en laFig. 7 (en laque esta smpli-
ficada la superposicion del cono inferior y el hiperboloide).

; @6@

Veamos a continuacion algunas cuestiones geométricas asociadas al hiperboloide que
hemos construido. Porgque podriamos estar interesados, pe. en los pardmetros de la hipérbola
perfilada en laFig. 4, apartir de los datos del AABC y de su inclinacion de 50°.

En primer lugar hay que recordar 1o explicado en € punto 17.2 (un conoide de papel)
sobre superficies regladas alabeadas. Aqui estamos ante una de €ellas, y por tanto, la Fig. 1 no
es € desarrollo del hiperboloide puesto que éste es una superficie no desarrollable (es una su-
perficie virtual constituida por unas rectas generatrices): laFig. 1 es solo € plano de plegado
para su construccion.

Al construir la Fig. 4 lo que realmente hemos obtenido son dos hiperboloides: e que
muestra al exterior sus generatrices en monte (papel convexo desde fuera) y e que, mirado en
su interior, exhibe otras generatrices, también monte, y también convexas desde el propio in-
terior, que son los plegados valle de Fig. 1. En lo sucesivo nos referiremos solo a las genera-
trices monte exteriores, como si las otras no existieran: han cumplido su cometido de lineas
auxiliares paralaconstruccion del hiperboloide.

Un hiperboloide reglado de revolucion, de una hoja, se engendra de la siguiente manera
(Fig. 8): una hipérbola h de foco F en un plano vertical, como curva directriz y una circunfe-
rencia ¢ horizontal que se desplaza verticalmente apoyada en h (naturalmente, adoptando el
radio que corresponda a cada posicion). El centro de las circunferencias recorre € ge vertical
OZ tanto del hiperboloide como de la hipérbola.

La circunferencia generatriz tendra su radio minimo cuando se apoye en €l vértice de la
hipérbolay se llamara circunferencia de garganta.

Alternativamente, e hiperboloide se puede generar también por la rotaciéon de aquella
hipérbola directriz h en torno a su gje OZ (Fig. 10): dejara apoyadas en las diversas hipérbo-
las todas las circunferencias antes generatrices, incluidala de garganta.

La ecuacion de una hipérbola con sus dos ramas simétricas (recordar e punto 8.2.8.6)
como ladeFig. 9 es:
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2 2
P L N
y por tanto, la de un hiperboloide de revolucion (Fig. 8):
X2 + y2 ZZ B
@ v ¥

asintota

b

Para hallar a'y b bastara disponer de dos puntos (X1y121) (X2Yy22z2) del hiperboloide, sus-
tituir sus coordenadas en (2) y resolver € sistema de dos ecuaciones con dos incognitas (ay

b), resultante.
Si hacemos
A=x'+y’  B=z° ; C=x'+y, ; D=z’
Se obtiene:
a:\/A(B—D)—B(A—C) ; b:\/A(B—D)—B(A—C) (3)
B-D A-C

¢Qué dos puntos se podran tomar como conocidos? Para responder basta recordar que €l
hiperboloide es una superficie reglada, que todas sus generatrices (pliegues en monte) son
rectas asentadas sobre él y que por tanto todos los puntos de éstas son puntos del hiperboloi-
de.

Lo inmediato seriatomar los vértices B y A del AABC, pero €llo tiene €l inconveniente
de producir division por cero en (3) a causa de la simetria respecto del plano coordenado Z =
0 que contiene, naturamente, a centro del hiperboloide.

Habra pues, que, conservando A encontrar otro punto de AB: el de interseccion con un
plano horizontal distinto de las bases del hiperboloide. Esta operacion se resuelve facilmente
ayudando a CAD con €l programa INTERPR.BAS que da €l punto de interseccién de un pla-
no y unarecta. Por ese procedimiento obtenemos los valores

a=242384 ; b=265738
de los que, segun (1) deducimos c (el valor que determina la posicion del foco F en la

hipérbola de Fig. 9) c=+a®+b* =359676
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Habra que afiadir smplemente que, para dibujar las hipérbolas de las Figs. 8 y 9 hay
gue asignar valores a x, deducir de (1) su correspondiente z y llevar ambos, (x,z) a dibujo.
De éste se deduce el angulo del cono asintético del hiperboloide como

= 2arctg% = 84,7369°

Y a se ve que este angulo es algo menor que € de los conos de Fig. 6 (100,57°). Ello es
intencionado para evitar que los vértices de ambos conos se toquen antes de que éstos se asien-
ten en las bases del hiperboloide.

Por fin, una Ultima cuestion. Supongamos que deseamos saber cua es € plano tangente
al hiperboloide en uno de sus puntos.
En ese caso someteremos su ecuacion (2) a unas sencillas transformaciones:

Bﬁ g - % g =1- BX g (diferencia de cuadrados)
(ia[] U ta

D, 2 2R R YR YE

A ba bO O

a[@ ar
X_zZ .Y x_z Y
a b__ a_|, a b__ a_, (4)
1_X §+E 1+X §+E
a a b a a b
1x+£y—lz—u:0 ) 1x—xy—lz—vzo A
a a b a a
' (5) > (6)
Ex—ly-f-gz—lzo Xx+1y+lz—1zo
a a b a a b )

J

Al final nos encontramos con las ecuaciones (5) y (6) que significan lo siguiente:

Las cuatro son ecuaciones de planos.

Lapargja (5), y asi mismo la (6) representan sendas rectas interseccion de cada dos
de esos planos.

Las (5) son ecuaciones paramétricas en u y las (6) en v, lo que quiere decir que para
cada valor de u se obtiene unarecta (5) y para cada valor de v se obtiene una recta
(6).

No confundir las rectas u, v con las coordenadas pliickerianas del punto 13.2. Desa
rrollando las ecuaciones (5) y (6) (cosa que no vamos a hacer) llegariamos a las co-
ordenadas asintéticas o hiperboloidales que definen paramétricamente a los hiper-
boloides.

Lo de obtener una recta generatriz para cada valor de u recuerda lo que se preconi-
zaba al principio, de girar cada vez un angulo de 17,142857° para obtener una nueva
generatriz.

Las generatrices v son las simétricas de las u respecto de un plano que contiene €
gje del hiperboloide y €l punto medio de una generatriz u. Asi se hadibujado la Fig.
11 apartir dela4.

Obsérvese que para conseguir la Fig. 11 en papel habria bastado partir de unaFig. 1
con sus plegados monte / valle simétricos respecto de la vertical. Dejo alos ingenio-
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sos del plegado la oportunidad de conseguir un hiperboloide de papel que contenga a
lavez las generatricesu y lasv.

13

» Todas las generatrices u se cruzan entre si. Las v también se cruzan entre si. Una u
es paralela ala v diametralmente opuesta (cosa que se adivina féacilmente observan-
do el hiperboloide construido en papel).

» Cuaquier rectav corta atodas las rectas u que encuentra entre sus dos extremos.

» Como dosrectas u/ v se cortan en un punto, ese punto pertenecera al hiperboloide y
al plano de las dos rectas, luego es el plano tangente a hiperboloide en ese punto de
interseccion u/ v.

» Ese plano tangente (Fig. 12), paraddjicamente, corta a hiperboloide. No hay de qué
extrafarse, sin embargo. En la Fig. 13 tenemos un antecedente: |a recta tangente a
unacurva en su punto de inflexion, también corta a dicha curva.
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PARABOLOIDE HIPERBOLICO

Es una cuadrica (superficie de segundo orden asociada a una o varias conicas) que se
generade lasiguiente forma (Fig.1):

» Partir delasparabolaspy g, que pueden tener parametros iguales o distintos.

* Tendran en comun sus vértices y ges (OZ), pero sus focos estaran, respectivamente,
acada lado del vértice coman.

» Sus planos formaran un angulo de 90°.

* Unapardbola, lap pe, serédladirectriz, y g la generatriz.

* En estas condiciones, desplazando q paralelamente a si misma de manera que su
vértice se mueva siempre sobre p, se genera el paraboloide hiperbdlico.

» Lasdospardbolas py q son las secciones principales del paraboloide hiperbdlico, €l
gje comun de ellas es el gje del paraboloide y su vértice comun, €l vértice de éste.

Como se ve, € paraboloide hiperbdlico es una superficie ilimitadaque en las Figs. 1,2y
asociadas ha quedado confinado a un sector de 90° (ECD en Fig. 2) de una de sus mitades (el
paraboloide hiperbdlico tiene simetria bilateral como la parabola). Para mayor facilidad de re-
presentacion se hatomado p = g. Observar que ladturaade Fig. 1 esigual alaFC de Fig. 2.

Z 1

Si plasmamos en una relacion vectorial la generacion del paraboloide hiperbdlico des-
crita arriba (parébola generatriz moviéndose paraela a si misma apoyada en la directriz) obte-

nemos la ecuacion del paraboloide hiperbdlico:
2 2
X_ —y_ =27
P qQ
De ahora en adelante nos atendremos ya a la smplificacion de hacer p = q anunciada

antes. Asi, la ecuacion de nuestro paraboloide hiperbdlico queda:
x*-y*=2pz (D
Esta ecuacion esta referida a unos ges coordenados como los de la Fig. 1 pero con su

origenenV.
Para justificar debidamente la construccion del paraboloide hiperbdlico recurriremos a

cortarlo por unos planos verticales (es decir, paralelos a ge Z) y ademés, paralelos entre si,
muy particul ares:
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x+y=2JpA y  x-y=2/pu (2
Cuando €l parametro A o & p toma diferentes valores, se obtienen |os diferentes planos,
gue son verticales por no contener az, y paralelos (entre si los de cada haz) por tener sus varia-
bles x,y el mismo coeficiente dentro del haz de planosA o ..
La interseccion del paraboloide hiperbdlico (1) con los planos (2) esta constituida por
rectas que tienen las siguientes ecuaciones:

x+y=2\/6)\ x+y:%z
sistemaA sistema 3
x—y:@z x—yzzﬁu

A su vez, la primera ecuacion del sistema A de (3) representa un plano como €l secante
A1AP; que como se ve, es vertical. La segunda representa a plano VP;P, que pasa por €l ori-
gen (carece de término independiente).
Asi pues, € plano A;AP; corta a paraboloide hiperbdlico segiin AP, que es una recta
asentada en €. De aqui que se pueda decir que el paraboloide hiperbdlico es una superficie re-
gladatal como seveenlaFig. 2.
Hasta ahora los cortes se han producido segun las verticales del sistema A. Otro tanto
ocurre con los planos verticales paralelos del sistema i, un plano para cadavalor de u (Fig.2).
Resumiendo:
e Por cada punto P; del paraboloide hiperbdlico (Fig. 2) pasan dos generatrices recti-
lineas, unadel sistemaA y otradel .

» Dos generatrices del mismo sistema se cruzan

» Dos generatrices de distinto sistema se cortan en un punto del paraboloide hiperbdli-
Co.

e Todas las generatrices del sistema A (como la AP;) son paralelas a plano BCD. Lo
analogo cabe decir de las generatrices L.

EJECUCION LAMINARIA

La Fig. 3 muestra todos los elementos necesarios para construir un paraboloide hiper-
bdlico a base de engatillar unos con otros. Los cortes para € engatillado se daran, en la pieza
3.1 desde la parte superior hastala mitad, y en los trapecios, desde la parte inferior hasta la mi-
tad. En ella se muestran como gemplo, dos cortes en correspondencia (tijeras).

Se observara que cada trapecio esta duplicado: uno corresponde al sistema A y € otro
(dado lavuelta), a p. Podemos contar 16 trapecios, mas el doble rectangulo delaFig. 3.2.

Los trapecios muestran pestafas verticales para engétillar, y otras horizontales que se
emplearan, siempre que se pueda, para dar rigidez en su base alos planos secantes.

L os planos secantes a paraboloide hiperbdlico de Fig. 2 son: el BP,V, segun la parabola
p; los dos del doble rectangulo de Fig. 3.2 con secciones VP, (paralelaa CD) y VPs (paralelaa
EC); los dos trapecios vistos BDCF y ECF; los demés 16 trapecios.

P4V Ps es un angulo recto horizontal equivalente a las semiasintotas de la hipérbola que
determina el paraboloide hiperbdlico a ser cortado por un plano horizontal en V.

La Fig. 4, aunque sin todos los detalles de 1a gjecucion, muestra €l aspecto general de la
figura. Esta no resulta perfecta porque e engatillado, que introduce un grueso de papel en cada
corte, deforma algo la construccion. A pesar de todo resulta una bella figura llena de huecos
gue recuerda un nido de avispas.
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21.4.2 EJECUCION PLEGADA

Se parte de un cuadrado de papel (Fig. 1) con plisados monte / valle en cada cuadrante
para conseguir una figura aplastada en la que las diagonales del cuadrado terminan coincidien-
do con sus lados.

1
SINNNNN
////,// \\\\\\\

S //// \\\\ \\ O\
NN
S AN O
NN
NN \\s\ N /é// o
NN
2NN\N
NN\

NN ya
NN

El desplegado natural desde esa situacion conduce a un paraboloide hiperbdlico com-
pleto con pardbolas generatriz y directriz iguales pero de valor variable segin € grado de des-

pliegue que se aplique (Fig. 2)

74 -
3

AN

h

Por su forma, a paraboloide hiperbdlico se le conoce vulgarmente como la silla de
montar. Si lo suponemos (Fig. 3) instalado a lomos del caballo (que también tiene simetria bi-
lateral), y lo cortamos por planos, obtenemos las siguientes conicas.

Parédbolas:

* Losplanos paralelos a de simetriadel caballo

» Losplanos verticales perpendiculares a de simetriadel caballo.

Hipérbolas:

* Los planos paralelos a suelo. Esta circunstancia es la que determina el adjetivo de

hiperbdlico afadido al sustantivo parabol oide.
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